Analysis I — INFK

Prof. Marc Burger

ETH ZURICH — FRUJAHRSEMESTER 2023
31. Mai 2023



Inhaltsverzeichnis

Notation

Kapitel 1. Reelle Zahlen, Euklidische Rdume, Komplexe Zahlen
1.1. Der Korper der reellen Zahlen
1.2.  Der Euklidische Raum
1.3.  Komplexe Zahlen

Kapitel 2. Folgen und Reihen
2.1. Grenzwert einer Folge
2.2. Der Satz von Weierstrass und Anwendungen
2.3.  Limes superior und Limes inferior
2.4. Das Cauchy Kriterium
2.5.  Der Satz von Bolzano-Weierstrass
2.6. Folgen in R% und C
2.7. Reihen

Kapitel 3. Stetige Funktionen
3.1.  Reellwertige Funktionen
3.2.  Stetigkeit
3.3. Der Zwischenwertsatz
3.4. Der Min-Max Satz
3.5.  Der Satz tiber die Umkehrabbildung
3.6. Die reelle Exponentialfunktion
3.7. Konvergenz von Funktionenfolgen
3.8. Trigonometrische Funktionen
3.9. Die Kreiszahl 7
3.10. Grenzwerte von Funktionen

Kapitel 4. Differenzierbare Funktionen
4.1. Die Ableitung: Definition und elementare Folgerungen
4.2. Zentrale Sitze iiber die (erste) Ableitung
4.3. Hohere Ableitungen
4.4. Potenzreihen und Taylor Approximation

Kapitel 5. Das Riemann Integral
5.1.  Definition und Integrabilitdtskriterien
5.2. Integrierbare Funktionen
5.3.  Ungleichungen und der Mittelwertsatz
5.4. Der Fundamentalsatz der Differentialrechnung
5.5. Integration konvergenter Reihen
5.6. Euler-McLaurin Summationsformel
5.7.  Stirling’sche Formel
5.8.  Uneigentliche Integrale

ii

103
108
110
116
119
124
129



5.9. Das unbestimmte Integral 136
Anhang A. Der Binomialsatz 144

Literaturverzeichnis 146

iii






Notation

Die Notationen sind dieselben als im Skript fiir “Diskrete Mathematik”, mit folgenden
Ausnahmen:

(1) X c Y bedeutet, dass X eine Teilmenge von Y ist, wo X =Y auch mdglich ist
(im DM Skript ist die Notation X < Y)).



KAPITEL 1

Reelle Zahlen, Euklidische Raume, Komplexe Zahlen

1.1. Der Korper der reellen Zahlen

Sei N ={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Nattirliche Zahlen kann man
addieren und multiplizieren. Dagegen hat die Gleichung x + 1 = 0 in N keine Ldsung.
Dieses Problem 16st man, in dem man die Menge der ganzen Zahlen einfiihrt:

Z=1{.,-2-1,012...}

Die Gleichung 2x =1 hat in Z keine Losung. Man erweitert deswegen Z zur Menge der
rationalen Zahlen

QZ{S:p,QGZ,qséO}-
p

Jede rationale Zahl r € Q, r # 0 besitzt dann eine eindeutige Darstellung r = - mit

q > 0, p und ¢ teilerfremd.
Die Menge der rationalen Zahlen geniigt bei weitem nicht, um die elementarsten geome-

trischen Probleme zu losen:

c b=1 E=a>+1*=2
hat keine Losung in Q.

Kreisumfang L = 27 ¢ Q

SATZ 1.1.1 (Lindemann 1882). Es gibt keine Gleichung der Form
" + Gp g+ -+ ag =0
mit a; € Q, so dass v = eine Losung ist.
Wir werden spéter beweisen, dass /2 und 7 reelle Zahlen sind; fiir 7 sieche Abschnitt
3.9.

Die Menge R der reellen Zahlen entsteht durch einen Vervollstdndigungsprozess von Q,
den wir iberspringen. Wir nehmen R als gegeben an und beschreiben dessen grundlegende
Eigenschaften.

Die Menge R ist mit zwei Operationen versehen:
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Addition: RxR-5R
Multiplikation: R x R — R
und einer
Ordnungsrelation: <
fiir welche gilt:
SATZ 1.1.2. R ist ein kommutativer, angeordneter Koérper, der ordnungsvollstindig
15t.
Wir werden jetzt diese Eigenschaften im Detail besprechen. Es gibt zwei ausgezeichnete
Elemente 0, 1€ R mit 0 # 1.
Axiome der Addition
Al Assoziativitit r+(y+z)=(x+y)+z Vr,y,zeR
A2 Neutrales Element z+0=2 VreR
A3 Inverses Element VreR dyeR: x+y=0
A4 Kommutativitat r+z=z+x Vx,zeR

BEMERKUNG 1.1.3. In A3 ist y eindeutig bestimmt und wird mit —x bezeichnet.

Axiome der Multiplikation
M1 Assoziativitit r-(y-2z)=(x-y)-z Vo,y,zeR
M2 Neutrales Element z-1=x Vre R
M3 Inverses Element VreR, z#0 dJyeR: x-y=1
M4 Kommutativitéit T 2=z Vr,ze R

BEMERKUNG 1.1.4. In M3 ist y eindeutig bestimmt und wird mit 2! bezeichnet.

’D Distributivitat z-(y+z)=x-y+z-2 Vx,y,zeR‘

Ordnungsaxiome
O1 Reflexivitét r<zx VreR
02 Transitivitat r<y und y<z = xr<z
O3 Antisymmetrie <y und y<zr — x =y
04 Total Vr,y e R gilt entweder <y oder y<=zx
Die Ordnung ist mit den Kérperaxiomen kompatibel:
Kompatibilitit

Kl Vx,y,zeR: z2<y = z+2<y+z
K2 Vx>0, Vy=20: z-y=0

BEMERKUNG 1.1.5. Die Menge Q der rationalen Zahlen versehen mit Addition, Mul-
tiplikation und Ordnung < geniigt den obigen Axiomen.

Was R von Q unterscheidet ist die Ordnungsvollstandigkeit V:
Ordnungsvollstindigkeit

Seien A, B Teilmengen von R, so dass

i) A+, B#J
(ii) Yae A und Vbe B gilt: a <b

Dann gibt es ce R,sodass Vae A: a<cund >:Vbe B: ¢<b.
A c B
—A A —




Wir betrachten jetzt einige Folgerungen obiger Axiome:
NOTATION. a>b < a>=b und a#b.

KOROLLAR 1.1.6.

(1) Eindeutigkeit der additiven und multiplikativen Inverse.
(2)0-2=0 VYeeR

(3) (-1) -z =—-x VzeR, insbesondere (—1)* =1

(4) y=20 < (—y) <0

(5) ¥* >0 VyeR, insbesondere 1 =1-12>0

(6) <y und u<v = x+u<y+v

(7)0<z<y und 0<u<v = z-u<y v

BEWEIS.
(1) iibung.
(2)
0+0=0 A2
0+0)-2=0-2z VYreR
0-z2+0-2=0-x D
O0-z24+0-2)+(-0-2)=0-2+(-0-2) = (A3)
O-2+0-2+(-0-2))=0 (A1)
0 (A3)
O;:E _O=O
0-z=0 (A2)
(3)
z+(-1)-z=1a2+(-1)-2=(01+(-1) = (D)
=0-2=0 (2)

yz20 = y+(~y) =20+ (~y) = 0=~y (K2)

~ N~ “

0

(5) Falls y > 0 so folgt aus K2: 4> =y-y=>0-0=0
Falls y < 0 folgt aus (4): —y > 0 und somit (—y)? > 0. Unter Beniitzung von
(3) folgt dann:

0< (=9 = (=p)(~y) = (~Dy(-Dy = (-1’ =y’
(6) tbung.
(7) iibung.

Folgende Folgerung zeichnen wir speziell aus:
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KOROLLAR 1.1.7 (Archimedisches Prinzip).
Sei e R mit x>0 und ye R. Dann gibt es ne N mit y<n-x.

BEWEIS. Sei r = yz~!. Es bleibt zu zeigen: 3n € N mit r < n.
Beweis durch Widerspruch.
Annahme: Vme N : m <r.
Sei A=N und B={yeR: m<y VmeN}.Danngilt re€ B und aus (V) folgt:

dJee R mit: (i)m<c¢ VmeN (ii)e<y VyeB.

Aus (i) folgt m+1<c¢ VmeN,dasheisst m<c—1 VmeN, woraus c—1€ B
folgt.

Dann folgt aus (ii) ¢ <c¢—1 <= 1< 0; ein Widerspruch. Die Annahme fiihrt also zu
einem Widerspruch, daher ist sie falsch. O

Ordnungsvollstandigkeit sowie das Archimedische Prinzip beniitzen wir jetzt um folgende
grundlegende Eigenschaft von R zu zeigen:

SATZ 1.1.8. Fliir jedes t > 0, t € R hat die Gleichung x*> =t eine Losung in R.

BEMERKUNG. Fiir ¢ > 0 gibt es genau eine Losung von 2? =t mit > 0. Sie wird
mit /t bezeichnet.

BEWwWEIS. Fiir t = 0 ist die Aussage klar. Sei also t > 0. Wir definieren:
A={yeR:y=0, y* <t} B={zeR:2>0, 2>t}

und mochten das Ordnungsvollstéandigkeitsaxiom V auf A und B anwenden.
Wir miissen zeigen, dass die Voraussetzungen V(i) und V(ii) erfiillt sind.

Zu V(i): A# & denn 0€ A.
B # J: Sei (Archimedes) n e N mit n > 1 und n > t. Aus K2 angewendet auf n > 1
und n >t folgt nun: n? >+t -1 =1t und somit folgt nun, dass n € B.

Zu V(ii): Yye A, Vze B gilt: y?> <t < 2?. Insbesondere folgt:
z=y)(z+y) =2"-y" >0

Aus z4+y > 2z>0 und K2 folgt z—y >0, und A und B erfiillen also V(ii).

Nach V gibt es ce R mit: y <c <z Vye A, Vze B. Mehrfache Anwendung von
Folgerung 1.1.6(7) ergibt y? < ¢ < 22.

Wir zeigen nun, dass ¢ >t und ¢® <t woraus dann ¢? =t folgen wird.

c® > t : Wir nehmen an, ¢® < t. Insbesondere folgt ¢ € A. Da t —c> > 0 und
2c+1>12>=0 gibt es nach Archimedes ne€ N, n > 1 mit

2c+ 1< n(t—c?).
5



Mit dieser Wahl von n folgt:

( 1)2 ) 1 1
ct— | =C+2 —+—
n n

9 1 1
<c" 4 2c—+ —
n o n

1
2

=+ (2c+1) =
@+ (2e41)
<lF+t—c2 =t

Dies zeigt dann, dass ¢ + % € A. Andererseits gilt aber: y < ¢

Yy € A, insbesondere

c+ % < ¢, also % < 0, ein Widerspruch. Dies zeigt ¢ > t und der Beweis fiir ¢® <t

verlduft analog.

Mit der Ordnungsrelation fithren wir folgende Begriffe ein:
DEFINITION 1.1.9. Seien x,ye R :

(i) max{z,y} = {
)

falls y<zx

falls = <y

<
(i) min{z,y} = y Jalls y<a
x falls <y

(iii) Der Absolutbetrag einer Zahl x € R : |z| = max{x, —x}
Fiir den Absolutbetrag gelten dann folgende Eigenschaften:

Satz 1.1.10. (i) |z| >0 VzeR
(i) |ry| = |zllyl ~ Vr,yeR
(i) |z +y| <|z[ +|y| ~ Vo,y,eR
() |z +yl = [lz] = |yl Vo,yeR.

Wir iiberlassen den Beweis als iibung.

SATZ 1.1.11 (Young’sche Ungleichung).
Ve >0, Vax,ye R gilt:

1
2lzy| < ex® + =y
£
BEWEIS. Es gilt:
Vela] - =
ela| — —
\E

Nun ist

z|* = 22, |z|ly| = |vyl, |y = ¢

und der Satz ist bewiesen.
Wir fiithren noch zwei weitere Symbole ein:
—oo und + o

mit der Konvention
—o<zr<+ VreR.
Ein Intervall ist dann eine Teilmenge von R von der Form:

6
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(1) fir a <b in R:

[a,0] ={xeR: a<z<b}
[a, b ={reR: a<z<b}
la,b] ={xeR: a<xz<b}
Ja,b[ ={xeR: a<z<b}

(2) fir aeR:

={zeR:a>ux}

(3) |-, +o[ = R.
DEFINITION 1.1.12. Sei A < R eine Teilmenge.
(i) c € R ist eine obere Schranke von A falls Ya € A: a < c. Die Menge A heisst
nach oben beschrankt, falls es eine obere Schranke von A gibt.
(ii) c € R ist eine untere Schranke von A falls Yae A: ¢ < a. Die Menge A heisst
nach unten beschriankt, falls es eine untere Schranke von A gibt.
(iii) Fin Element m € R heisst ein Maximum von A falls m € A und m eine obere

Schranke von A ist.
(iv) Ein Element m € R heisst ein Minimum von A falls m € A und m eine untere

Schranke von A ist.

BEISPIEL 1.1.13. Sei A=]-w0,2[={xeR: = <2}.
Behauptung: Die Menge M der oberen Schranken ist M = [2,+0[ ={zr e R: = > 2}.
Jedes ¢ € [2,+0o[ erfiillt per Definition ¢ > 2 und ist also eine obere Schranke von
]—o0,2[.
Sei nun ¢ < 2:

Dann ist <52 € [0, 2] und aus ¢ < <2 folgt, dass ¢ nicht obere Schranke von |—o0, 2[

sein kann.

NOTATION. Falls A ein Maximum (resp. Minimum) besitzt, wird es mit max A (resp.
min A) bezeichnet.

BEISPIEL 1.1.14.

(i) A = ]—0,2[: A ist nach oben beschréankt, besitzt aber kein Maximum: da mit
ceA,
c+2
2
folgt, dass keine obere Schranke von A in A enthalten ist.
Die Menge der oberen Schranken von A ist M = [2, +o0[ . Sie besitzt ein Minimum:
min M = 2.

c< €A



(i) B = |—0,2]: B ist nach oben beschrinkt und besitzt zudem ein Maximum:

max B = 2.
Die Menge der oberen Schranken von B ist M = [2, +o0[ . Sie besitzt ein Minimum:
min M = 2.

In beiden Fillen besitzt also die Menge der oberen Schranken ein Minimum. Dies ist ein
allgemeines Phanomen:

SATZ 1.1.15. Set Ac R, A# .
(i) Sei A nach oben beschrinkt. Dann gibt es eine kleinste obere Schranke von A:
c:=supA
genannt das Supremum von A.
(i1) Sei A nach unten beschrinkt. Dann gibt es eine grosste untere Schranke von A:

d:=inf A
genannt das Infimum von A.

BEWEIS.

(i) Sei B die Menge der oberen Schranken von A. Da A nach oben beschrinkt ist, gilt
B# @.Da A# @& und YVae A, Vbe B: a < b gilt, erfilllen A und B die
Voraussetzungen des Ordnungsvollstandigkeitsaxioms V. Es gibt also ¢ € R mit

a<c<b VYaeA, VbeB.

Aus der ersten Ungleichung folgt ¢ € B und aus der zweiten Ungleichung folgt,
dass ¢ die kleinste obere Schranke von A ist. Mit anderen Worten, die Menge B
der oberen Schranken von A besitzt ein Minimum. Dieses Minimum ist also das
Supremum sup A € B von A.

(ii) Analog.

O
Aus Satz 1.1.15 folgt:

- Sei A < R nach oben beschrankt. Dann stimmt die Menge der oberen Schranken
von A mit dem Intervall [sup A, +oo[ iiberein.
- Sei A < R nach unten beschrénkt. Dann stimmt die Menge der unteren Schran-
ken von A mit dem Intervall |—co,inf A] iiberein.
KOROLLAR 1.1.16. Seien A < B < R Teilmengen von R.

(1) Falls B nach oben beschrinkt ist, folgt sup A <sup B .
(2) Falls B nach unten beschrinkt ist, folgt inf B <inf A.

BEISPIEL 1.1.17. (i) A [1,2[: supA =2, infA=1.

(i) A={1,1+3,1+ % +5,...} ist nicht nach oben beschrénkt.
Idee:
1 _|_l <_ 1) < _+1+l) +(1+...+i) + -
2 4 7 8 9 16
- (14 1) >(%+%+%+%) > (3 + 3)
>1 Jr1 + ! + ! + ! +r >0
2 2 2 2

) A= (1 =5 0=+ G5, 0=+ G-+ G- H))

Dann gilt: supA = 7 (Leibniz).



KONVENTION. Falls A nicht nach oben beschréankt (resp. nicht nach unten beschrankt)
ist, definieren wir
sup A = +o0 (respektive inf A = —0).

Kardinalitat.
DEFINITION 1.1.18. (i) Zwei Mengen X, Y heissen gleichméchtig, falls es eine
Bigektion f: X —'Y gibt.
(i) Eine Menge X ist endlich, falls entweder X = & oder In € N, so dass X und
{1,2,3,...,n} gleichmdchtig sind.
Im ersten Fuall ist die Kardinalitat von X, card X = 0 wund im zweiten Fall ist
card X =n.
(iii) Eine Menge X ist abzahlbar, falls sie endlich oder gleichmdchtig wie N ist.

BEISPIEL 1.1.19. (i) Z und Q sind abzihlbar.
(ii) Sei A = N nicht endlich. Dann sind A und N gleichméchtig.

Beweisidee: Definiere rekursiv: ag := min A, a, := min A \ {ag,...,a,_1}, n>=1.
o : N—A o
Dann ist die Abbildung N q eine Bijektion.

(iii) Sei N* = {1,2,3,...}. Dann ist N* x N* abzdhlbar (und N x N, Z x Z sind es
auch).
N* x N* — N*
(a,b) —> 20.3
machtig wie eine unendliche Teilmenge von N und daher gleichméchtig wie N.

Die Abbildung: ist injektiv; also ist N* x N* gleich-

In Kapitel 2 beweisen wir dann:
SATZ 1.1.20 (Cantor). R ist nicht abzdihlbar.

1.2. Der Euklidische Raum
Sei n>1 und
R" = {(z1,...,2,): z; € R Vj}

das n-fache kartesische Produkt von R. Seien = = (z1,...,2,), v = (y1,...,y,) und
a € R. Dann definieren wir:

r+y:=(r1+Y, - Tn+Yn), a-xi=(ax,...,qx,)
In der linearen Algebra wurde gezeigt, dass R" beziiglich der Operationen
RxR"—R" R" xR" — R"
(,2) — a-x (x,y) —z+y

einen R-Vektorraum bildet.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R™ ist durch

(,y) = Z LjYj
j=1
definiert. Folgende Eigenschaften gelten dann:
(1) {x,yy ={y,x) Vr,ye R™ (symmetrisch).
(2) {11 + aswa,y) = au{z1, y) + aolza,y)  Var,ax € R, Vay, o,y e R (bili-
near).



(3) {x,z) = Z xf > (0 mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0 (positiv definit).
j=1

Die Norm des Vektors x ist ||z] = 1/{z,x).
SATz 1.2.1 (Cauchy-Schwarz).
Kzl <llzll - llyl  Vz,yeR"
Ausserdem gelten fiir die Norm noch folgende Aussagen:

SATZ 1.2.2. (1) ||z|| =0 mit Gleichheit genau dann wenn x = 0.
(2) |la-z|| = |a|||lz]] VaeR, VreR"
(3) llz+yll < ll=ll + Iyl ¥,y e R"

BEWEIS. Zu 3:
lz+yl* =& +y.z+y)
= (w,2) + {2, y) + Y, ) + Y,y
= (w,x) + 2z, y) + {y, y)-
Nun ist aber

2z, y) < 2z, yyl < 2llz|lllyl]

woraus folgt:
2 2 2 2
Iz +ylI” < =™ + 2/l -yl + [lyl™ = (Al + lyl)”

Das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren a,b e R? ist definiert durch
x:R?* xR — R?
((I, b) —>a X b= (agbg — agbg, &3b1 — albg, a1b2 - agbl)

a, b und a x b bilden ein Rechtssystem. Es gilt: ||a x b|| = Flécheninhalt des von a, b
aufgespannten Parallelogramms.

'Taxb
la x bl

Das Kreuzprodukt hat folgende Eigenschaften: Va,b,ce R3:

(1) (a+b) xc=axc+bxc (Distributivitat)

(2) axb=—bxa (Antisymmetrie)

(B) ax (bxc)+ex(axb)+bx(cxa)=0 [(Jacobi-Identitit)
R? versehen mit + und x ist dann ein Beispiel einer interessanten Struktur, die nicht
alle Korperaxiome erfiillt.
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1.3. Komplexe Zahlen
Auf R? definieren wir folgende Multiplikation:

(1,71) * (22, 92) = (X172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Yh)
Dann gilt insbesondere:
(0,0)(z,y) = (0,0),  (1,0)(z,y) = (2,¥)

Falls (z,y) # (0,0) : (x,y)( ’ Y ):(1,0)

x2+y2’x2+y2

SATZ 1.3.1. R? versehen mit der Addition der Vektoren + und obig definierter Multi-
plikation « ist ein kommutativer Korper mit Einselement (1,0) und Nullelement (0,0) .
R?, +,- wird Kérper der komplexen Zahlen genannt und wird mit C bezeichnet.
R—RxR
x — (z,0)

Mittels dieser Abbildung identifizieren wir R mit einem Unterkérper von C.
Sei i = (0, 1) ; dann besitzt jedes Element z € C eine eindeutige Darstellung

Die Abbildung { respektiert die Korperoperationen.

z=x+y- -1 mit z,y e R.

Bemerke:
i2 = (07 1)(07 1) = (*1,0) = *<1a0>
Zusammen mit dem Distributivgesetz erhalten wir:
2129 = (x1 + y1i) - (g + yoi)

= T1T2 + T1Y2l + Y1182 + Y11Y2l

= 212 + (T1y2 + Y12) - 1 + Yryai’

= (z122 — y1y2) + (2192 + Y122) - L.
Diese Darstellung ist also konsistent mit der Definition des Produktes.
Terminologie: Sei z = x + yi:

x = Rez ist der Realteil von z, y = Im 2z ist der Imaginérteil von z

Komplexe Konjugation: Fiir z = x + yi definieren wir

Z:i=x— .

SATZ 1.3.2. (Z) (Zl = 2’2) = Z1 + 2o, (212’2) = Z129 Vzl, 29 € C
(ii) 22 = z® + 32 = |||

Insbesondere folgt aus (i7), dass fir z # 0 das multiplikative Inverse gegeben ist durch
1 z

= 2_
Il

Polarform:

11



N\
y=1Imz
2=+ Yl

¢
~
-~

x = Rez

Sei r = ||z]|, dann ist * = rcos¢ und y = rsin ¢ wobei man ¢ mod 27k, k € Z nehmen

kann.
In der Darstellung

z =r(cos ¢ + isin¢)

nennt sich r = ||z|| der Absolutbetrag und ¢ das Argument der Zahl z.
Seien nun z; = ri(cos ¢y +isingy), zo = ra(cos s + isin¢gg). Dann folgt:

2129 = 1173 ([COS (b1 COS Py — Sin ¢y sin o] + [cOS P Sin @9 + Sin Py cos Po] - 1)
Aus den Additionstheoremen fiir cos und sin folgt:
2129 = 11732 (€08 (1 + Po) + sin (1 + ¢P2) - 7)
Fiir z = r(cos¢ + isin¢) folgt durch Induktion:
2" =r"(cos(n-¢)+isin(n-¢))

KOROLLAR 1.3.3. Set n € N, n > 1. Dann hat die Gleichung 2™ = 1 genau n
Losungen in C: zy,29,...,2,, wobei

25 . . 2myj _
Zj =C€oS—= +1-8ln—, 1<y <n.
n n
%)
23 21
Z4 zZ8 28 =1
Z5 <7
<6

Allgemeiner gilt:
12



SATZ 1.3.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei n > 1, ne N und
P(z) = 2"+ ap_12" '+ -+ + ap, aj € C.
Dann gibt es zy,...,2z, in C, so dass
Pz)=(z—2z1)(z — 22) - (2 — 2).
Die Menge
{z1,.. -, 2z}

und die Vielfachheit der Nullstellen z;, d.h., die Anzahl der Zahlen k sodass z, = z;, sind
eindeutig bestimmt.
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KAPITEL 2

Folgen und Reihen

Der erste grundlegende Begriff der Analysis ist der des Grenzwertes einer Folge. Auf
diesem Begriff beruht dann die Theorie der konvergenten Reihen.
2.1. Grenzwert einer Folge

DEFINITION 2.1.1. Eine Folge (reller Zahlen) ist eine Abbildung
a:N*— R.

Wir schreiben a,, statt a(n) und bezeichnen eine Folge mit (ay),~; -

1
BEISPIEL 2.1.2. (1) ap=—,n=>1
" 11
1 2
| L1 |
| FT |
0 3 1
(2) ap=(-1)",n>1

| | |
| | |
—1 0 1
aq a2
as Gy
as Qg

Fiir den Grenzwertbegriff ist folgendes Lemma von Bedeutung:

LEMMA 2.1.3. Sei (an),-; eine Folge. Dann gibt es hochstens eine reelle Zahl [ € R
mit der Eigenschaft:

Ve > 0 ist die Menge {ne N : a, ¢]l —¢, [ +¢[} endlich.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass es [; < [ gibt, so dass beide l;, l; die Eigenschaft
erfiillen.

li—¢ l1+e lo—e ly+e

l—h , dann folgt:

Sei € =
() lh—¢e, lh+e[n]la—e lb+e[=0.
Nach Voraussetzung sind

Ei={n:a,¢]li—e¢, i +¢[} =« N*
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und
Ey={n: a,¢]la—e, lo+¢[} < N*
endlich. Insbesondere ist:
NN Ey,={neN": a,€]la—e¢, ls+¢[}
unendlich. Andererseits folgt aus (x): N* \ Ey < Fj, ein Widerspruch. U

DEFINITION 2.1.4. Eine Folge (a,),-, heisst konvergent, falls es | € R gibt, so
dass Ve > 0 die Menge
{neN*":a,¢]|l—e, l+e€[}
endlich ist.

Nach Lemma 2.1.3 ist eine Solche Zahl [ eindeutig bestimmt; sie wird mit

lim a,
n—0o0

bezeichnet und nennt sich Grenzwert oder Limes der Folge (ay),,, -

BEMERKUNG 2.1.5. Jede konvergente Folge ist beschriankt: Sei (ay)

mit Grenzwert [. Dann ist {a, : n > 1} beschrankt:
Sei e=1und {neN*: a,¢|l -1, 1+ 1[} = {i1,...,in}. Dann folgt:

{a, :n=1} |l — 1,1+ 1] V{ai, ..., ai,,}
und ist daher beschrankt.

n>1 konvergent

In folgendem Lemma beweisen wir die dquivalenz zwischen dem Kenvergenzbegriff geméss
Def. 2.1.4 und der historisch ersten Definition von Konvergenz, welche von D’Alembert
(1765) und Cauchy (1821) formuliert wurde und in Konvergenzbeweisen oft beniitzt wird.

LEMMA 2.1.6. Sei (ay),., eine Folge. Folgende Aussagen sind édquivalent:
(1) (an),s; konvergiert gegen [ = 7}1_{210 ap -
(2) Ve >0 IN =1, so dass
la, =1l <e  ¥Yn=N.

BEWEIS. 1 = 2: Sei ¢ > 0 beliebig. Dann ist {n: a, ¢]l—¢, [ +¢[} endlich und
somit gibt es N > 1, so dass

{n:a,¢ll—e, l+¢[} <{1,2,...,N —1}.
Dann folgt Vn > N :

la, — 1] <e.
2 = 1: Klar. U
. n . . _ 12314
BEISPIEL 2.1.7. Seia,, = ,n = 1. Das heisst wir betrachten die Folge =, =, —, =, .
n+1 2345
Dann gilt: lim a, = 1.
n—o0
-1 1
Begriindung: a, — 1 = L T O folgt |a, — 1] = :
n+1 n+1 n+1
Sei € > 0; nach Archimedes gibt es N € N mit N1 <e.

Dann folgt Vn > N :
1 1

< <
n+1 N+1
15
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Als néchstes untersuchen wir, wie die arithmetischen Operationen mit Konvergenz ver-
traglich sind.

SATZ 2.1.8.

Seien (an),>,; und (by),-, konvergente Folgen mit a = lim a,, b= lim, . b, .
= = n—00

(1) Dann ist (a, + b,), -, konvergent und lim (a, +b,) =a+b.
- n—00
(2) Dann ist (a, -b,),~,; konvergent und lim (a, -b,) =a-b.
= n—0

(3) Nehmen wir zudem an, dass b, #0 VYn =1 und b +# 0. Dann ist (Z—n)
n=1

n

konvergent und lim (%> = %.

(4) Falls es ein K ;lwgib?nmit a, < b, Vn>=K dann folgt a <b.
BEWEIS. Zu 2:
lay - b, —a-b| =|(a, — a)b, + a(b, — b)]
< |an, — al|bn| + |bn — b|]al.
Da (bn),s, konvergiert, gibt es M >1 mit [b,| <M Vn =1 (siche Bem. 2.1.5).

Also:
lay, b, —a-b| < |a, —a|M + |b, — b||al.

Sei € > 0: -
Es gibt Ny > 1 mit |a, —a| < Vn > N;.
T ERE an =4l < 3 el :
€
Es gibt Ny > 1 mit |b, — | < Vn = N,.
o Es gi 2 mit | | M+ n 9
Fiir n > N := max (N, Ny) folgt:
- M
lap - b, —a-b| < c 45 a =c

Zu4: Sei € >0 und N > K mit
la, —a|] < g, b, —b| <e  V¥n=>=N.

Dann folgt insbesondere fiir alle n > N > K :
a<ap+e<b,+e<(b+e)+e=0b+2e.

Aus a<b+2e Ve >0 folgt dann: a <b. O

n—00

b
BEISPIEL 2.1.9. be Z : lim (1 + l) =1.
n

n—0

1
Das folgt aus lim (1 + —> = 1 und wiederholter Anwendung von Satz 2.1.8(2) und (3).
n

2.2. Der Satz von Weierstrass und Anwendungen

DEFINITION 2.2.1. (1) (an),s, ist monoton wachsend falls:
(S Vn > 1.
(2) (an),s, ist monoton fallend falls:
Api1 < Ay Vn > 1.

16



SATZ 2.2.2 (Weierstrass).

o Sei (an),>, monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Dann konvergiert
(an)ps1 mit Grenzwert
lim a, =sup{a, : n > 1}.
n—00

e Sei (an),s; monoton fallend und nach unten beschrinkt. Dann konvergiert
(an),s; mit Grenzwert

lim a, = inf {a, : n > 1}.
n—00

BEWEIS. Sei s:=sup{a,: n>1};sei € >0.
Da s die kleinste obere Schranke von {a, : n > 1} ist, gibt es N > 1 mit

s—e<ay

woraus
s—e<any <a, <s Vn =N

folgt; insbesondere |a, — s| <¢. O
BEISPIEL 2.2.3. Sei a€Z und 0 < ¢ < 1. Dann gilt lim n%" =0.
n—o0

Wir kénnen annehmen, dass ¢ > 0. Sei x,, = n%q"; dann folgt

“ n+1\" 1\
Tpi1 = (n+ 1) an:( n ) Q‘naqn:(1+g) "4 Ty

1\
xn+1:(1+_) 4Ty
n

1\ N 1
Da lim <1 + —) =1 (Beispiel 2.1.9) gibt es ein ng, so dass (1 + —) <= VYn=ngp.
n—00 n n

Also:

Es folgt:
Tpy1 < Tp Vn = ng

Da x, >0 Vn > 1 ist die Folge nach unten beschrankt und fiir n > ny monoton

fallend. Sei

1 a
[ = lim x, = lim z,,7 = lim (1+—) “qrn, =q- lim z, =q- L
n—0oo n—aoo

n—0oo n n—aw
Also (1—¢q)-1 =0 woraus [ =0 folgt.

BEMERKUNG 2.2.4. In obigem Argument haben wir zweimal die folgende einfache
Tatsache beniitzt: Sei (a,),, eine konvergente Folge mit lim a, = a und k€ N. Dann

n—ao
ist die durch
by = Qpyp n>=1
definierte Folge konvergent und

lim b,, = a.
n—0o0

BEISPIEL 2.2.5. lim {/n=1.

n—0o0

17



(i) Aus n =1 folgt n'/" > 1.
Fiir alle a, be R und n > 1, ne N gilt die Identitét:

V'—a"=(b—a) (0" + V" Pa+ -+ ba" P+ a" )
wie man durch direktes Ausmultiplizieren sieht. Mit @ = 1 und b = n'/" folgt

(n—1) = (n"" = 1) (n%w—l) . BT 1)

\\fd o

~~ -

>0 > 1

woraus n'/® —1 >0 folgt.

1
(ii) Sei € > 0 beliebig. Dann ist 0 < 1= < 1. Wende Beispiel 2.2.3 mit a = 1 und
£

an und erhalte:

q:1+5

lim —
im —— =
n—00 (1 + 6)”
Insbesondere gibt es N > 1, so dass
n

(1+¢)m
Also n < (1 + ¢)". Nochmalige Anwendung der Identitdt (i) mit b = 1 4+ ¢ und
Un impliziert

<1 Vn > N.

a=n
n'/"<1l+e VnzN.
Zusammen mit (i):
1<n/"<1+e VYn=N

n—1l<e Vn=N folgt.

woraus ‘ n

1 n
BEISPIEL 2.2.6. Die Folge (1 + —) , n > 1 konvergiert. Der Limes ist
n

1 n
e = lim (1 + —)
n—oo n

e ~ 2.718281828459045235 . ..

welche die Basis fiir die natiirlichen Logarithmen ist.

die Eulersche Konstante

LEMMA 2.2.7 (Bernoulli Ungleichung).
1+2)">21+n-2 VYneN,z>-1

BEWEIS. (Induktion)
Fir n =0 ist die Aussage 1 >1.Sei n>0:

(1+2)"*" =1+ 1) (1_+ 93_)" > (1+2)(1+ nx)

=(1+nx)

=1+Mn+Dx+nz®> =1+ (n+1)z.

18



Wir behandeln jetzt das Beispiel 2.2.6. Wir zeigen, dass die Folge

1 n+1
n
monoton fallend ist. Sei n > 2:

Yn—1 B (1 + ﬁ)n B nn nn+1

mo (14 g)““ (=D (n+ 1>"+1

n?
(n2 )" (n+ 1 n? — n+1
n n n
> .
[1 + ] o <1 + o ) ] (Bernoulli)

1
> (1+ ) (n+1> (beachte 7 1 > ﬁ)

Dann folgt, dass (1 + ) konvergiert und somit auch

(1+1)" e

n (1+%)

1
da lim <1+—> =1.
n—0o0 n

BEISPIEL 2.2.8. Sei ¢ > 1. Wir definieren rekursiv eine Folge (a,),-, durch:
(0 3)
a; = ¢, pi1 = = | Gy + — n =1
2 an,

Dann existiert a := lim a, > 0 und es gilt a® = c.
n—00

BEWEIS.

(i) (@n),s; ist monoton fallend.

Sei
N 1/c (= az
Upy1 =an+ = — —a, ) =an
1 2 \a, 2a,,

Wir zeigen zunéchst: : a2 > ¢ Vn > 1
Firn=1: a?=c*>c dac>1.Undfir n>1:

c—a2 2 C—CL2 2
2 2 2 n n
a =a, +(c—a;)+ =c+ = C.
n+1 n ( n) (2n ) (2an )

Aus a? > ¢ folgt:
c—a?
Ap+1 = Qp + < Q-
2a,,

(ii) Esist klar: a, >0 Vn>1

Aus a? >c¢>1 folgt dann a, 21 Vn=>1

(iii) Nach Weierstrass: Sei a = lim a, , dann folgt aus (ii): a > 1, insbesondere a # 0

n—a0

und:
c

. 1/, 1 c
a=lima,;, ==|(lima, + —— =—<a+—>
n—a0 2 \n—ow lim,, o0 @, 2 a
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2

Woraus a* = ¢ folgt.

2.3. Limes superior und Limes inferior

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Weierstrass ist, wie man mit jeder beschrénk-
ten Folge (an),-,; zwei monotone Folgen (b,),., und (c,) definieren kann, welche
dann einen Grenzwert besitzen.

Sei fiir jedes n > 1:

n=1

b, =inf{ay : k= n} und ¢, =sup{ap: k= n}.
Dann folgt aus Korollar 1.1.16:
bn < bn+1 V 1

Cny1 < Cp Yn>1

und beide Folgen sind beschrankt. Nach Weierstrass (Satz 2.2.2) sind beide Folgen kon-
vergent und wir definieren:

liminf a, := lim b,  (Limes inferior)
n—oo n—00

limsupa, := lim ¢,  (Limes superior)
n—o0 n—a

Aus b, < ¢, folgt mit Satz 2.1.8(4):

liminf a,, < limsup a,,.
n—aw n—0oo

1
BEISPIEL 2.3.1. a, = (—1)"+—, n>1.

n
Dann: b, = —1 und ¢, = 1 + — wobei ny die kleinste gerade Zahl > n bezeichnet.
Ng
Also:
liminfa, = -1 wund limsupa, = +1.
n—0 n—oo

2.4. Das Cauchy Kriterium

Natiirliche Frage: Wie sieht man einer Folge an, ob sie konvergent ist, ohne ihren
Grenzwert zu kennen? Das Cauchy Kriterium ist eine Antwort auf diese Frage.
Zunachst beweisen wir:

LEMMA 2.4.1. (ay),-,; konvergiert genau dann, falls (a,),-,; beschrinkt ist und

liminf a,, = lim sup a,,.

n—o n—00
BEWEIS.
(=) tbung.
(<) Sei
b, =inf{ay: k>=n}, ¢, =sup{ap: k=n}
und

A := lim b, = lim ¢,.
n—o0 n—o0
Aus b, < A<¢, folgt: Ve >0 IN(e) =1 mit:
A—e<b, <A<c,<A+e VYn=N(e).

20



Also:
A—e<a,<A+ec Vk=N(e)
woraus
lag — Al <e Yk = N(e)
folgt. U

SATZ 2.4.2 (Cauchy Kriterium). Die Folge (an),-, ist genau dann konvergent, falls

Ve>0 dN =1 sodass |a, —an| <e  VYn,m = N.

BEWEIS. (=) Sei (ay),-, konvergent mit Grenzwert A. Sei ¢ >0 und N > 1, so

dass

n=1

|an—A|<% Vn > N.

Dann folgt Vn > N, Ym > N:
lan, — am| = (@, — A) + (A — ap)| < |an — Al + |am, — A] < €.
(<=)Sei e>0 und N > 1, so dass
la, —am| <e  Yn=N,Vm = N.

Sei n > N fest beliebig. Dann folgt Vm > N :

Uy —E S Qp < Ay, + €
Sei k> N ; dann folgt:

sup{an, : m =k} —e <a, <inf{a,: m=k}+¢

das heisst
e, —e<a, <b,+¢ Vk>= N
woraus

limsupa, — ¢ < liminfa, + ¢
n—0o0 n—o

folgt. Da € > 0 beliebig war, folgt

limsup a,, < liminfa,,.
n—0o0 n—00

Unter Beriicksichtigung von

liminf a,, < limsupa,
n—0oo

n—oo
folgt
liminf a,, = limsup a,,.
n—00 n—o
Der Satz folgt dann aus Lemma 2.4.1. O
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2.5. Der Satz von Bolzano-Weierstrass

In diesem Abschnitt behandeln wir weitere wichtige Folgerungen des Ordnungsvollsténdig-
keitsaxioms. Insbesondere zeigen wir, dass jede beschrinkte Folge eine konvergente Teil-
folge besitzt. Als Vorbereitung zeigen wir ein Lemma von Cauchy-Cantor, dass monoton
absteigende Folgen von abgeschlossenen Intervallen betrifft.

DEFINITION 2.5.1. Ein abgeschlossenes Intervall ist eine Teilmenge I < R der Form
(1) [a,b] , a<b, a,b,eR
(2) [a,+xo[, a€eR
(3) |—w0,a], a€R
(4) ]—OO, +OO[ =R
Wir definieren die Lange £(I) des Intervalls als

L(I)=b—a im ersten Fall
L(I) =400  in (2), (3), (4).

Offensichtlich ist £(/) = 0. Das abgeschlossene Intervall ist genau dann eine beschrinkte
Teilmenge von R, falls £(]) < +o0.

BEMERKUNG 2.5.2. Ein Intervall I ¢ R ist genau dann abgeschlossen, falls fiir jede

konvergente Folge (a,),-,; aus Elementen in I, der Grenzwert lim a, auch in [ ist.
= n—a0

BEMERKUNG 2.5.3. Seien [ = [a,b], J = [¢,d] mit a < b und ¢ < d, a,b,¢c,d € R.
Dann gilt I < J genau dann, wenn ¢ <a und b <d.

rnmio

d
1
J

= M
S

Es folgt dann: L(I) =b—a<d—c=L(J).

Das Lemma von Cauchy-Cantor handelt von monoton fallenden Folgen von abgeschlos-
senen Intervallen.

Eine monoton fallende Folge von Teilmengen von R ist eine Folge (X,),-,, X, € R
mit
X 2X;2---2X,2X,01 2
Betrachten wir zwei Beispiele:
1
BEISPIEL 2.5.4. (1) Sei X,, = }O, —] ,n=1.
n
Dann gilt offensichtlich: X; 2 Xy 2 - --
1 1 1
d d d
0 3 1
und ﬂ X, = . (folgt aus Archimedes)
nz=1
(2) Sei X,, = [n,+o[, n> 1. Dann gilt: X; 2 X, 2--- und ﬂang.
(Archimedes) n=l
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SATZ 2.5.5 (Cauchy-Cantor). Sei [ 2 I, 2 [, 21,412+

sener Intervalle mit L(I;) < +00.
Dann gilt:

(L. #o

n=1

Falls zudem lim L(I,) =0 enthdlt ﬂ I, genau einen Punkt.

n—o0
n=1

ewne Folge abgeschlos-

BEWEIS. Sei I, = [a,,b,] und : I, = [am, by] wobei n>1, m > 1.

Behauptung:

an < by, Yn>=1, VYm=>1.

Sonst gibt es n > 1 und m > 1 mit b, < a, .

C ] C ]
L J L J
(7% bm G, bn

Dann wiirde folgendes gelten:

[am, bm] O [an, bn] = T,

das heisst [I,, n I, = & . Dies ist ein Widerspruch, denn es gilt entweder [, < I,, oder

I, < I,,. Seien

A={a,: n=1} # &, B={b,: m>1} # J.

Dann erfiillen A und B die Voraussetzungen des Axioms V und deswegen gibt es c € R

mit:
a, <c<b, Vn>1
woraus
cE ﬂ 1,
n>1
folgt.
Zur zweiten Aussage: aus
[anﬂvbnﬂ] =l cl,= [anvbn]

folgt
L(L@-&-l) = bn+1 —Qpt1 S bn
und (Weierstrass) folglich existiert

lim £(I,) = 0.
n—aoo
Falls es jetzt c; < ¢y gibt mit
{e1,c0} < ﬂ I,
n=1

dann folgt

—a, = L(1I,)

[CI,CQ] e ]n Vn > 1

und somit
0<cg—c €b, —a, =
Dies beweist die zweite Aussage.
Als Anwendung zeigen wir:
23
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SATZ 2.5.6. R ist nicht abzdahlbar.

BEWEIS. [0, 1] ist nicht abzé&hlbar.
Widerspruchsbeweis: Sei

a:N—[0,1]

eine Bijektion. Wir bilden induktiv eine monoton fallende Folge Ih 2 I, 2 --- 1,
abgeschlossener Intervalle in [0, 1] mit

aln)¢ I, Yn=0.

U

Dann folgt:
a(n) ¢ (I Yn=0.

=0

1+

=0

Andererseits gilt nach Cauchy-Cantor:

woraus folgt, dass a : N — [0, 1] nicht surjektiv sein kann.
Konstruktion von I,:
Sei a(0) € [0,1].

—
W ——
QIR —
—_

Dann nehmen wir als I eines der Intervalle

1 1 2 2
Oa 5 | a9l B 1
welches a(0) nicht enthélt.

Sei nun I, mit a(n) ¢ I, induktiv definiert, I, = [¢,, d,] .

| | |
I I I I
2¢, +d, ¢, + 2d,

n dTL
¢ 3 3

Sei dann [, eines dieser drei Intervalle, das a(n + 1) nicht enthélt. Dann folgt:
Inyi <1, und a(n+1)¢ 1,

Damit ist der Satz bewiesen. U
Fiir den Satz von Bolzano-Weierstrass benotigen wir den Begriff der Teilfolge einer Folge.

DEFINITION 2.5.7. Eine Teilfolge einer Folge (ay),-, ist eine Folge (b,),-, wobei

by = ai(n)
und [ : N* — N* eine Abbildung bezeichnet mit der Eigenschaft
In)<lln+1) VYn=1.
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1
BEISPIEL 2.5.8. a, = (—1)" + —. Sei
n
l(n) =2n,

1
dann ist b, =1+ o eine Teilfolge von (ay)

=1 -
n n=1

SATZ 2.5.9 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente
Teilfolge.

BEWEIS. Sei [ = [a,b] beschrankt mit {a,: n>1}c I.
Wir definieren induktiv
L=I2L>2 1,2

eine monoton fallende Folge abgeschlossener Intervalle mit:

(1) £(Lusn) = 5£(L)

(2) E, ={feN*: ayel,} ist unendlich.
Schritt 1: I = I, £, = N*

Schritt 2: [ = la, a—;b] v la;b,b] :

[y

a
C l
L
a+b
2

Sei dann 5 eines dieser zwei Intervalle, fiir welches
EQ = {fEN*Z CLfEIQ}

unendlich ist.

Dann ist Iy < I und L([) = %L)(Il).

Dasselbe Argument liefert den Induktionsschritt von n nach n + 1.
Konstruktion der Teilfolge:

[(1)=1, ayel=1.
Da
Ey:={feN": aye L}
unendlich ist, gibt es
[(2) e B, mit [(2) > [(1).

Es gilt also a2 € I>.
Dasselbe Argument liefert den Schritt von n auf n + 1.
Wir erhalten eine Abbildung [ : N* — N* mit:

(n+1)>1n) Yn=1, aq) € I,
Nach Cauchy-Cantor (Satz 2.5.5) sei

{ct =) 1In

n=1
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Da @) und cin I, enthalten sind, folgt

|y — | < L(I) =

—(b—a).

Daraus folgt

lim Qj(n) = C.
n—0oo

g

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen Bolzano-Weierstrass und lim sup
und lim inf, ndmlich:

BEMERKUNG 2.5.10. Sei (ay),-; eine beschrinkte Folge. Dann gilt fiir jede konver-
gente Teilfolge (by),,>; :

liminfa, < lim b, < limsupa,,
n—00 n—00 00

Zudem gibt es zwei Teilfolgen von (a,),., die liminfa, respektive limsupa, als
= 0

n— n—0o0

Grenzwert annehmen.

2.6. Folgen in R¢ und C

Der Begriff einer Folge in R? (und C) ist wie im Falle von R definiert:
DEFINITION 2.6.1. Eine Folge in R? ist eine Abbildung
a:N* — R
Wir schreiben a,, statt a(n) und bezeichnen die Folge mit (ay),~; -
Sei ||| die euklidische Norm auf R

DEFINITION 2.6.2. Eine Folge (a,),-, in R? heisst konvergent, falls es a € R?
qibt, so dass:
Ve>0 AN =1 mit |la,—al|<e Vn=N.
Falls solch ein a existiert, ist es eindeutig bestimmt und nennt sich Grenzwert der Folge
(@n),s1 - Man schreibt:

lim a, = a.
n—0o0
Sei a, = (an1,-...,a,q) die Koordinaten von a,.

SATZ 2.6.3. Sei b= (by,...,by) . Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) lim a, = b
n—aoo
(2) lim a,; =b; V1<j<d
n—aoo

BEMERKUNG 2.6.4. Sei © = (z1,...,24). Dannist V1< j <d:

d

2 2

r; < ) x; <d-maxz
: 1<i<d
i=1
\-\f-J
2
]
Woraus

;] < llzll < V- max ||
1<i<d

folgt.
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BEWEIS. (1) = (2): Sei ¢ >0 und N > 1 mit
|la, = b|| <e  Vn=N.
Dann folgt aus Bemerkung 2.6.4 fiir jedes 1 < j < d:
|an; — bjl <€
und somit

lim a,, ; = b,.
e j

(2) = (1): Sei € >0 und fiir jedes 1 < j <d sei N(j), so dass

lan; — bjl < —  ¥n = N(j).

Vd
Dann ist fiir N := max{N(1),...,N(d)}:

max ]anvj — b]' < i Vn>=N

1<j<d Vd

und somit folgt aus Bemerkung 2.6.4
lan — b|| < Vd- max |a,; — b;| <e.
1<j<d
O

BEMERKUNG 2.6.5. Eine konvergente Folge (a,),, in R ist beschrinkt. Das heisst:
JR>0 mit [ja,) <R VYn=1

Mittels Satz 2.6.3 konnen wir das Cauchy Kriterium respektive den Satz von Bolzano-
Weierstrass anwenden und erhalten:

SATZ 2.6.6. (1) Eine Folge (ay)
Cauchy Folge ist:

Ve>0 3N =1 mit |a,—an| <e VYn,m = N.
(2) Jede beschrankte Folge hat eine konvergente Teilfolge.

ns1 konvergiert genau dann, wenn sie eine

2.7. Reihen
Sei (an),s; eine Folge in R oder C. Der Begriff der Konvergenz der Reihe

0

2, a

k=1

stiitzt sich auf die Folge (S,),, der Partialsummen:
Sn = Z Qg .
k=1

o0

P

k=1
ist konvergent, falls die Folge (S,),~, der Partialsummen konvergiert. In diesem Fall
definieren wir:

DEFINITION 2.7.1. Die Rethe

ap = lim S,,.
n—0o0

M8

k=1
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NOTATION. Von nun an bezeichnen wir den Absolutbetrag einer komplexen Zahl

z=x+iy mit |z] = /22 + 2.

e¢]
BEISPIEL 2.7.2 (Geometrische Reihe). Sei ¢ € C mit |¢| < 1. Dann konvergiert Z ¢

k=0
und dessen Wert ist: .
-t
k=0
Sei S, = Eqk=1+q+-~+q”.
k=0
q-Sn=q+--q"+q""
woraus
(1-¢)S=1-¢q
folgt. Es gilt also:
1 — n+1
g _Ll-a
1—q
Nun zeigen wir die Konvergenz:
1 _n+l n+1
. ‘ ) ‘ Y ldl
l—q| [1-q| [1—4q
Aus Beispiel 2.2.3 und 0 < |q| <1 folgt
1 n+1
lim |9, — ——| = m 4 _
n—o0 1—q nHOO’l—(_”
Somit konvergiert (S,),.; gegen l%q.
BEISPIEL 2.7.3 (Harmonische Reihe). Die Reihe
e}
st
n=1 n
divergiert. (Siehe Beispiel 1.1.17(ii))
Analog zu Satz 2.1.8 fiir Folgen erhalten wir:
a0 0
SATZ 2.7.4. Seien Z ap und Z b; konvergent, sowie a € C.
k=1 j=1
0 0 a0 e¢]
(1) Dann ist Z(ak + br) konvergent und Z ar + by) = (2 ak) + (2 bj) )
k 1 k=1 k=1 j=1

(2) Dann ist Z a - ap konvergent und Z a-ap=o- Z ay .

k=1 k=1 k=1

BEWEIS. (1): Seien
= Z ag, U, = b, W, = Z ax + by).
k=1 j=1 k=1
Dann ist
W, =25, + U,
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woraus nach Satz 2.1.8

lim W,, = lim S,, + lim U,
n—a0 n—ao0 n—o0
folgt, was die erste Aussage beweist.
Der Beweis fiir die zweite Aussage verlduft analog. U

Produkte von konvergierenden Reihen sind etwas schwieriger zu handhaben; wir werden
Produkte im Fall von absolut konvergenten Reihen behandeln.

Das Cauchy Kriterium fiir Konvergenz von Folgen liefert ein sehr niitzliches Kriterium
fiir die Konvergenz von Reihen.

0
SATZ 2.7.5 (Cauchy Kriterium). Die Reihe Z ay ist genau dann konvergent, falls:
k=1

Ve>0 dN =1 mat <e Ym >n > N.

m
2, o

k=n

n

BEWEIS. Sei S, := Z ay . Dann folgt fiir m > n:

k=1
m n—1 m
Sm—Sn,1 = Zak—Zakz Zak.
k=1 k=1 k=n
Der Satz folgt dann aus dem Cauchy Kriterium fiir Folgen. (Satz 2.4.2) O

Reihen mit nichtnegativen Gliedern sind speziell einfach zu behandeln; auch spielen sie
in der Theorie absolut konvergenter Reihen eine wichtige Rolle, deshalb behandeln wir
sie zuerst.

Folgender Satz ist eine einfache Anwendung des Satzes von Weierstrass:

0¢] Qo0

SATZ 2.7.6. Sei Z ay eine Reihe mit ap, =0 Vk e N*. Die Reihe Z ay konvergiert

k=1 k=1

genau dann, falls die Folge (S,,)

nml)On = Z ai der Partialsummen nach oben beschrankt
k=1

15t.

BEWEIS.

n+1 n

Sn+1_Sn: Zak_zak:an-‘rl = 0.
k=1

k=1

Also ist (Sy),~,; monoton wachsend.
Falls (S,),>; nach oben beschrénkt ist, folgt aus Weierstrass (Satz 2.2.2), dass die Folge
konvergiert. Falls sie nicht nach oben beschrankt ist, kann sie nicht konvergieren.

U

Wir erhalten folgendes sehr niitzliche Korollar:

29



o0 o0
KOROLLAR 2.7.7 (Vergleichssatz). Seien Z ap und Z br Reihen mit:
k=1 k=1

O<Gk<bk Vk}l.

Dann gelten:
ee]

0

Zbk konvergent — Zak konvergent
k=1 k=1

o0

0
Z ap divergent — Z by divergent
k=1 k=1
Die Implikationen treffen auch zu, wenn es K =1 g¢ibt, so dass

0<a, <b Vk > K.

o0]

1
BEISPIEL 2.7.8. Z = konvergiert.
1 "
Seiakzﬁ,bk=m7k>l.DanngﬂtOéakébk,k>2und
= = 1 1 1 1 1 1 1
S -BH- (D (D (-2
= = k—1 k 2 2 3 n—1 n
:1—l<1 Vn>1
n

Die Behauptung folgt dann aus dem Vergleichssatz.

o0
DEFINITION 2.7.9. Die Reihe Z a heisst absolut konvergent, falls

k=1
o0
> ax|
=1

konvergiert.

Eine Anwendung des Cauchy Kriterium liefert:

a0
SATZ 2.7.10. Fine absolut konvergente Reihe Z ay st auch konvergent und es gilt:
k=1

0
2, o
k=1

o0
< D lal
k=1

0
BEWEIS. Da Z|ak| konvergiert, gilt nach Cauchy (Satz 2.7.5): Ve > 0 3N > 1 mit:
k=1

N.

\%

m
Z|ak|<€ Vm =n
k=n

Daraus folgt:

m m
Zak <Z]ak|<5
k=n k=n
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o0
woraus mit Satz 2.7.5 die Konvergenz von Z ay folgt.
k=1

Seien jetzt S, = Z a, und U, = Z|ak|.

k=1 k=1
Dann gilt
1Sul = > ar| < D lar| = U
k=1 k=1
und folglich
0 e}
Zak = ‘lim Syl = lim |S,| < lim U, = Z|ak|,
n—aoo n—0oo n—0oo
k=1 k=1
wobei die Ungleichung aus Satz 2.1.8(4) folgt. OJ

BEISPIEL 2.7.11.

0
1 1 1 1

_1k+1_:1__+___+...
N A

konvergiert, ist aber nicht absolut konvergent.

Dass die Reihe im Beispiel 2.7.11 konvergiert, ist ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes:

SATZ 2.7.12 (Leibniz 1682).
Set (otn)7121 monoton fallend mit a, >0 VYn>1 und lim a, = 0. Dann konvergiert

n—aoo
o0
Si= Y (-1 a
k=1

und es gilt:
ap — Qo < S < ai

BEWEIS. Sei S, = Z (=1)"*' a;, . Die Idee des Beweises lisst sich bildlich wie folgt
k=1

darstellen:




Sei also

Sont1 = A1 — Qg + -+ + Q21 — G2y + A2p41
- -

~~

S2n—1
= Son—1 — (a2n — G2n+1) < Sop_1.

Son = a1 — Az + - + Aop—2 + Aop—1 — A2y,
- -

~~

821172
= Son—2 + (agn—1 — a2,) = Sop—a.

Die Folge (S2;,-1),5 ist also monoton fallend und (S3,),~, ist monoton wachsend.
Aus

(%) Sop = Sop_1 — gy
folgt
Sy < Sop, < Sop1 <5
Beide monotonen Folgen sind beschrankt, also existieren lim S5, und T}grolo Son_1.

n—o0

Aus (*) und lim ag, = 0 folgt
n—00

lim S2n = lim Sgnfl.
n—00 n—00

Daraus folgt, dass (Sp.),,>; mit gleichem Grenzwert konvergiert. O

BEISPIEL 2.7.13. Betrachten wir nochmals das Beispiel 2.7.11:
11 1 1 1

goq_+ Lt 1 1
537175 6"

1 1

S _1--<S<1.

5 5

Wir dndern jetzt die Reihenfolge der Summanden wie folgt:

11 1+11 1+11 1+
2 4 3 6 8 5 10 12

~ — ~ ~ ~

N N~ N
1 1 1
2 6 10
und erhalten
1 1+1 1+1 1+ __11 1+1 1+
2 4 6 8 10 12 ) 2 3 5

Die umgeordnete Reihe konvergiert also mit Grenzwert %S !

Riemann (1854) hat sogar gezeigt, dass es fiir jede reelle Zahl A € R eine Umordnung
obiger Reihe gibt, die gegen A konvergiert! (iibung).

0 0

DEFINITION 2.7.14. Fine Reihe Z a, ist eine Umordnung der Reihe Z ay, , falls
n=1 n=1
es eine bijektive Abbildung
¢ : N* — N*
qibt, so dass
a; = a¢(n).
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BEMERKUNG 2.7.15. Aus Riemann folgt, dass es iiberabzéhlbar viele Bijektionen von
N* gibt.

Q0
SATZ 2.7.16 (Dirichlet 1837). Falls Z a, absolut konvergiert, dann konvergiert jede

n=1
Umordnung der Reihe und hat denselben Grenzwert.

0
BEWEIS. Wir wenden das Cauchy Kriterium auf die Reihe Z la,| an:

n=1

Ve>0 dN >1,sodass Vn> N und k> 1:
|ans1| + [Gnso| + -+ i <e.
Sei ¢ : N* — N* eine Bijektion und

Sh = g
=1

die m-te Partialsumme der umgeordneten Reihe.
Da ¢ surjektiv ist, kénnen wir M > N wahlen, so dass:

{1,2,..., N} = {¢(1),(2), ..., o(M)}.
Dann folgt VYm > M :
{1,2,...,N} = {¢(1),6(2),...,9(m)}
und
{1,2,...,N} < {1,2,...,m}.
Fir k> 1,sodass m < N +k und max{¢p(1l),...,¢(m)} < N + k folgt:
|S,ln — Sm| < |CLN+1| + -+ |CLN+k| < E.

Folglich gilt lim (S;, — S,,) = 0 und somit
n—oo
lim S/, = lim S,, + lim (S, — S,,) = lim S,

n—o0 n—o0 n—a0 n—a0

UBUNG. Wo haben wir absolute Konvergenz beniitzt?

Wir werden jetzt hinreichende Bedingungen fiir absolute Konvergenz herleiten. Es handelt
sich dabei um das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium. Beide beniitzen den
Vergleichssatz (Korollar 2.7.7) und die Konvergenzbedingung fiir die geometrische Reihe
(Beispiel 2.7.2).

SATZ 2.7.17 (Quotientenkriterium, Cauchy 1821).
Sei (an),s, mit a, #0 Vn > 1. Falls

lim sup [2n 1] 1
n—00 |an|
Qo
dann konvergiert die Reihe Z a, absolut.
n=1
Falls
lim in 19+ S 4
n—00 |an|

divergiert die Reihe.
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BEWEIS. Sei

cn:sup{|O|LZZ|1| : k}n}.

{|ak+1| k> 1}
|a|

beschrinkt ist. Dann ist (c,),-,; monoton fallend und

Die Annahme ist, dass

|an+1|

lim sup = lim ¢,.
n—00 |an| n—o

Sei 0 < ¢q <1 mit:
lim ¢, < q< 1.

n—ao0

Sei N > 1, so dass

cy < g < 1.
Dann folgt Vk > N, dass
|ak+1’ <q
||

woraus |agi1| < qlag| folgt, und somit fiir j > 1:

‘ an
lan+j] < qlanij-1| < - < lan| = qN+J|q_N|.

Wir haben also gezeigt, dass Vn > N + 1:

Die erste Aussage des Satzes folgt dann vom Vergleichssatz (2.7.7), angewendet auf die
geometrische Reihe (2.7.2).
Ein analoges Argument zeigt, dass wenn

tim inf 12t
m—00 |a'm|
e @] e¢]
die Folge (|aml),,»; unbeschrénkt ist. Also konnen weder Z @, noch Z |a,,| konver-
m=1 m=1
gieren. U

BEISPIEL 2.7.18 (Die Exponentialfunktion). Fiir z € C betrachte die Reihe
2 .3

z
14+ 2z+ 5 + 5 + -
mit allgemeinem Glied
Zn
ap = —.
n!
Dann folgt fiir z # 0:
fannal _ [ = nl|_ I
la,]  [(n+Dlzn| n+l

’anJrl’

Also gilt lim

] = 0 und die Reihe konvergiert fiir alle z € C.
n—a0 an
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Wir definieren die Exponentialfunktion:
2,3
exp (z) :=1+z+§+§+~-
BEMERKUNG 2.7.19. Das Quotientenkriterium versagt, wenn zum Beispiel unendlich
viele Glieder a,, der Reihe verschwinden.

SATZ 2.7.20 (Wurzelkriterium, Cauchy 1821).

(1) Falls
limsup {/|a,| < 1

n—0o0

Q0
dann konvergiert Z a, absolut.

n=1

(2) Falls

limsup {/|a,| > 1

n—0o0

a0 o0
dann divergieren Z a, und Z|an|.

n=1 n=1
BEWEIS. (1) Sei ¢, :=sup {«’“/|ak| k= n} und 0 < ¢ <1 mit
lim ¢, = limsup {/|a,| < ¢ < L.
n—a n—00

Dann gibt es N > 1 mit

CN zsup{«’“/\ak\: k>N} < ¢,
woraus
|Clk| < qk Vk = N

folgt. Die Aussage folgt dann aus dem Vergleichssatz (2.7.7), angewendet auf die
geometrische Reihe (2.7.2).
(2) Ein analoges Argument zeigt, dass |a,| = 1 fiir unendlich viele n, falls

lim sup {/|a,| > 1.

g

Eine wichtige Klasse von Funktionen in der Analysis wird durch “konvergente Potenzrei-
hen” definiert.
Sei (¢k);so eine Folge (in R oder C). Falls limsup {/|cy| existiert, definieren wir

k—0o0

+00 falls limsup +/|ck| = 0

k—o0

P= falls limsup {/|cx| > 0

1
lim sup +/|ck| k—0

k—o0

KOROLLAR 2.7.21. Die Potenzreihe
o0
Z Cka
k=0

konvergiert absolut fir alle |z| < p und divergiert fir alle |z| > p.
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BEWEIS. Sei a, := ¢,2". Dann ist {/|a,| = {/|ca||z|. Also:

lim sup /|a,| = limsup {/|c,||#|

n—0o0 n—0o0

und die Aussage folgt aus dem Wurzelkriterium (Satz 2.7.20). O
Die Zeta Funktion. Sei s > 1 und

Wir wissen zum Beispiel, dass
1
(% >

konvergiert.

2 2
- Quotientenkriterium: n 5 = ( n ) — 1.
(n+1)
-1 _
- Wurzelkriterium: Vn? = = ({/n) g (siche Beispiel 2.2.5).
Weder Quotientenkriterium noch Wurzelkriterium erlauben auf die Konvergenz von ()
zu schliessen.
Behauptung: fiir s > 1 konvergiert die obige Reihe.
Sei Sy =14 o+ = o f —
ei = —+ =+ + —.
N 25 " 38 Ns
1 1 1 1 1 1

Sei k=1 mit N <2, dannist Sy < Sor .

Sp=1+—4+—+—F—+F+—F+—F+—+—+ -+ + -
o 25 3 45 5 6 75 8 9 16°
RN ~~ -~ ~~ -
2 4 8
<2 <4 <&
<1+1+ L + L + ! +
= 9s 2s—1 4s5-1 85—1
—1+1+ L + L + ! +
o 9s 92s—1 (25_1)2 (25—1)3
Da s—1>0 folgt 2°°! > 1 und
1
25_1<1.

Die Konvergenz folgt dann vom Vergleichssatz (2.7.7), angewendet auf die geometrische
Reihe (2.7.2).

Doppelte Summation. Betrachten wir:

agp + am + ape + - = S
+ + + +
ayp + a1 + a2 + - = Sl
+ + + +
sy + asy + asy + -+ = Sy
+ + + +
S O

BEISPIEL.
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1 -1 + 0 + 0 + - 0
+ o+ o+ o+ +
0+ 1 - 1 + 0 + - 0
+ o+ o+ 4 +
0+ 0 + 1 - 1 + - 0
+ o+ o+ 4 +
1 + 0 + 0 + 0 + - =1[1£0]

Gegeben eine Doppelfolge (a;;), ;- - Dann konnen

aij> ZSo+Sl+SQ+"'

und
o0 o0
Z (ZCLU) =b0+b1+b2+“‘
j=0 \i=0

beide konvergent sein mit verschiedenen Grenzwerten.

Wir nennen Z a;; eine Doppelreihe.

1,520

o0
DEFINITION 2.7.22. Z by ist eine lineare Anordnung der Doppelreihe Z Gig
k=0 0,5=0
falls es eine Bijektion
c:N— NxN

gibt, mit by = ao() -
SATZ 2.7.23 (Cauchy 1821). Wir nehmen an, dass es B =0 gibt, so dass

i=0j=0

Dann konvergieren die folgenden Rethen absolut:
0] o]
Si::Zaij VZZO und Uj::Za’U V]?O
7=0 i=0

sowte

00] o0
i=0 Jj=0
und es gilt:
o0 o0
TN
i=0 j=0

Zudem konvergiert jede lineare Anordnung der Doppelreihe absolut, mit selbem Grenzwert.

BEWEIS. Sei by + by + by + - -+ eine lineare Anordnung der obigen Doppelreihe. Fiir
jedes m =0 gibt es m = 0, so dass:

{b07~--7bn} - {aij :
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woraus

n m m
2|bz’ < ZZWH <B
i=0 i=0j=0

a0
folgt. Daraus folgt, dass die Reihe Z b; absolut konvergiert.
i=0
Dasselbe Argument liefert auch, dass die Reihen
0 0
Si = Z aij und Uj = Zaij
j=0 i=0
absolut konvergieren.

0
Wir wenden jetzt das Cauchy Kriterium an auf die absolut konvergente Reihe Z b; :

i=0
Ve>0dN >0 VYVn>=N Vki>1:

’bn+1| + -+ |bn+k| < E.
Fiir ein gegebenes € > 0 und entsprechendes N > 0 wahlen wir ein M > 0, so dass alle
bOubla"'7bN

im “Quadranten”

vorkommen:
M
Qoo | Qo1 | Qo2 0(2) = (17 2)
b bo
a(0) = (1,4)
bn_1
bio U(N):(Mv4>
bn
M
Mit dieser Wahl sind die Terme
bo,...,bn
prasent in der Summe
l
i=0
sowie in S
ZZ&U fir m)M,n)M
i=0j=0
Es folgt:
m n l
Zzaij _Zbi < bnga| + -+ [bvyk] < e
i=05=0 i=0
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fiir ein gentigend grosses k > 1

o]
Daraus folgt mit S := Z b;:

i=0
i Sz —Sl<e
sowie -
2,Ui=
§=0
woraus
[ee} o0
D8 =8=>U
i=0 j=0
folgt.

Wir konnen jetzt das Cauchy Produkt zweier Reihen behandeln.
Falls wir das Produkt von
Z a; mit Z bj

i=0 j=0

berechnen wollen, miissen wir eine Art finden, die Eintrdge der Matrix
aobo a0b1 a,obg agbg
arby aiby aiby abs
azby azby azby asbs

asby azby

ZU summieren.
DEFINITION 2.7.24. Das Cauchy Produkt der Reihen

0 0
TN

i=0 §=0
1st die Reihe

Z (Z Ay — —j > = aobo aF (a0b1 aF a1b0> aF (a0b2 aF (llbl aF a2b0) aF

UBUNG 2.7.25. Zeige, dass das Cauchy Produkt der Reihe
1 1 1

mit sich selbst divergiert.
Losungsskizze:

J 1)] 1

1¢7+1 :;)\/(n—j+1)(j+1)

m+1—-70G+1) < (n+1)
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folgt

Zn: 1 2n+1_1

S n+1-)(+1)  n+l

SATZ 2.7.26. Falls die Reihen
o0 o0
Z a; , Z bj
i=0 =0

absolut konvergieren, so konvergiert thr Cauchy Produkt und es gult:

BEWEIS. Direkte Anwendung von Satz 2.7.23. U
ANWENDUNG 2.7.27.
Vz,we C: exp(w + z) = exp(w) exp(z)
Wir berechnen das Cauchy Produkt der Reihen:

) w! i 2
| il
i—0 ! =0
Dies ist:
n=0 \j=0 (TL-])']‘
Nun ist

n

§ g1 (1) e
! =\ n!

= (n=7)jl nls
woraus die Behauptung folgt.

Zum Abschluss behandeln wir noch das Problem, ob man Summation und Limes ver-
tauschen kann. In diesem Zusammenhang wird es niitzlich sein, eine Folge in R als eine
Funktion
f:N—R
aufzufassen.
SATZ 2.7.28. Sei f,: N — R eine Folge. Wir nehmen an, dass:

(1) f(j) := lim f,(j) existiert Vje N.
n—0o0
(2) Es gibt eine Funktion g: N — [0,0[, so dass
21 |fe(f)l < g(j) ViZ0, Vnz0.
2.2 Z g(j) konvergiert.
=0

Dann folgt:
o] e}
2 f0) = lim 3 f(5).
j=0 "I0
KOROLLAR 2.7.29. Fiir jedes z € C konvergiert die Folge ((1 + i)n)ml und
lim (1 + E)n = exp(z).
n

n—0o0
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BEWEIS.

k=0 k=0
zn: 2¥ n!
= k! (n — k)Ink
Nun ist
() n! _n(n—l)---(n—k+1)_1 1_1 1_2 1_k—1
Sei also:
2¥ n! 0<k<
falk) = k! (n — k)Ink =0
0 k=n+1
Fiir jedes k > 0 folgt aus ()
: 2"
i (k) = 75 = S ().
Zudem: .
||
] < B = (k)
Und wir hatten schon gezeigt, dass
Sl
Z g(k) = Z I

0
konvergiert. Das Korollar folgt dann aus Satz 2.7.28.
Aus Korollar 2.7.29 und Beispiel 2.2.6 folgen
exp(l) =e und exp(n) =exp(l+---+1)=exp(l)" =¢€"

fiir alle n € N . Deswegen werden wir oft fiir exp(z) die Notation e* verwenden.
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KAPITEL 3

Stetige Funktionen

In diesem Kapitel fiiren wir den Begriff der stetigen Funktion ein und beweisen einige
grundlegende Satze wie den Zwischenwertsatz, das Max-Min Theorem und den Satz {iber
die Umkehrabbildung. Der Begriff der stetigen Funktion wurde von Cauchy in seinem
“Cours d’Analyse” 1821 eingefiihrt; die moderne e-6-Definition geht auf Weierstrass 1874
zuriick.

3.1. Reellwertige Funktionen
Sei D eine beliebige Menge. Die Menge RP aller Funktionen
f:D—R

bildet ein Vektorraum iiber R, wobei Addition und skalare Multiplikation gegeben sind
durch:

(fi+ f2) (x) = fi(z) + folx)
(a-f)(z) =a- f(z)
wobei fi, fo, feRP, xe D, a e R. Auf RP gibt es auch ein Produkt:

(fi- f2) () = filz)fa(2)

Eine konstante Funktion ist eine, die immer denselben Wert annimmt; darunter gibt es
die Funktionen 0,1¢ R”:

0(z)=0 VYzeD

I(z)=1 VzeD.
Offensichtlich gilt f+0=f, g-1=¢g Vf,ge R”; R” versehen mit +,- erfiillt die
Korperaxiome ausser: Falls card D > 2 gibt es immer ein f # 0, das kein multiplikatives

Inverses besitzt.
Auf RP definieren wir eine Ordnung

f<g falls f(x)<g(xr) VzeD
und sagen f ist nicht negativ, falls
0< f.

Wir fithren rasch einige Begriffe fiir reellwertige Funktionen ein, die sich an den analogen
Begriffen fiir Folgen anlehnen.

DEFINITION 3.1.1. Sei feRP .

(1) f ist nach oben beschriankt, falls f(D) < R nach oben beschrankt ist.
(2) f ist nach unten beschrankt, falls f(D) c R nach unten beschrinkt ist.
(3) f ist beschrankt, falls f(D) c R beschrankt ist.

Falls D < R gibt es folgende Monotoniebegriffe:
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DEFINITION 3.1.2. Eine Funktion f:D — R, wobei D c R, ist
(1) monoton wachsend, falls Vz,y e D

z<y = f(z) < f(y)
(2) streng monoton wachsend, falls Vx,y e D
<y = flz) < f(y)
(3) monoton fallend, falls Vz,y € D
r<y = flx) = f(y)
(4) streng monoton fallend, falls Vx,y € D
<y = f(z) > f(y)
(5) monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend

(6) streng monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend
15t.

BEISPIEL 3.1.3. Sei ne€ N:

f:R—R

T — "

ist genau dann (streng) monoton wachsend, falls n ungerade ist:
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3.2. Stetigkeit

DEFINITION 3.2.1. Sei D < R, g € D . Die Funktion f: D — R ist in xq stetig,
falls es fiir jedes € >0 ein § >0 g¢ibt, so dass fir alle x € D die Implikation

|z —x0| <0 = |f(z) — f(x0)| <€

qilt.

D=R

f (Jzo — 0,0 + 0[)
< |f(wo) — €, f(zo) + €]

L
t
To— 0 To+ 0

DEFINITION 3.2.2. Die Funktion f : D — R st stetig, falls sie in jedem Punkt
von D stetig ist.

BEISPIEL 3.2.3. (1) Sei n=0: f:R— R, z+— 2" ist stetig.
(2) f:R— R, z+—> x| ist stetig.
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(3) Die Abrundungsfunktion
[-]:R— R, 2+ [z]:=max{meZ: m <z}

ist in jedem Punkt x( ¢ Z stetig; sie ist in keinem Punkt y € Z stetig.
Falls D := R\ 7Z, dann ist

[-]:D—R, z+—|[z]
stetig.

(4) Die Funktion f:R — R definiert durch:

T reQ
f(x):{l—x ré¢Q

45



ist genau in % € R stetig und in keinem anderen Punkt.

Es gibt eine sehr niitzliche Charakterisierung der Stetigkeit mittels konvergenter Folgen:

SATZ 3.2.4. Sei xoe D < R und f: D — R. Die Funktion f ist genau dann in x
stetig, falls fiir jede Folge (an),=, in D folgende Implikation gilt:

lim a, =z = lim f(a,) = f(xo).
n—0o0 n—00

BEWEIS. ( = ): Sei (ay),-,; eine Folge in D mit lim a, = z7. Sei ¢ > 0 und
- n—00

0 >0, so dass fiir alle z € D
|t — 2| <6 = |f(z) — f(xo)| <e.

Sei nun N > 1, so dass
la, — 29| <6 Vn=N.
Dann folgt
|f(an) — f(zmo)] <& V¥n=N
und daher:
lim f(a,) = f(x0).

( <= ): Annahme: f ist in xy nicht stetig. Es gibt also € > 0, so dass

f(Jzo = 6,20 + 6[ N D) & f(w0) — ¢, flxo) +e[ V6 >0.

1
Insbesondere gibt es fiir jedes n > 1, ne N (mit 0= —) ein
n

1 1
ane]xo——,onr—{mD
n n

mit
flan) ¢ 1f (o) — ¢, f(20) +¢[.

Damit entsteht eine Folge (ay),-, in D mit

lim a,, = zg

n—
und

|f(an) = f(zo)| = Vn=1.
Somit kann die Folge (f(an)),>; nicht gegen f(z) konvergieren. 0

Aus dem entsprechenden Satz fiir Folgen (Satz 2.1.8) erhalten wir mit Satz 3.2.4:
KOROLLAR 3.2.5. Set xpe Dc R, AeR und f: D —R, g: D — R beide
stetig in .
(1) Dann sind f+ g, A- f, f-g stetig in xq.
(2) Falls g(x¢) # 0 dann ist

g:Dm{xeD: g(z) #0} — R
. @
9(@)

stetig in .
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DEFINITION 3.2.6. Eine polynomiale Funktion P : R — R ist eine Funktion
der Form

P(z) =ax™ + -+ ap
wobet : a,,...,ay € R. Falls a, # 0 ist n der Grad von P.
KOROLLAR 3.2.7. Polynomiale Funktionen sind auf ganz R stetig.

KOROLLAR 3.2.8. Seien P, (Q polynomiale Funktionen auf R mit Q # 0. Seien

T1,...,Ty, die Nullstellen von Q. Dann ist
P
@:R\{xl,...xm}—>R
P
R
Q(x)

stetig.

3.3. Der Zwischenwertsatz

Seien x1, x2 € R: dann liegt ¢ zwischen x; und x4 falls:
(1) Ty < Xo, CE [:1:1,:62]
(2) To < X1, CE [I‘Q,Il].
SATZ 3.3.1 (Bolzano 1817). Sei I < R ein Intervall, f : I — R eine stetige
Funktion und a, b,e I . Fir jedes ¢ zwischen f(a) und f(b) gibt es ein z zwischen a und

bmit f(z)=c.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit (O.E.d.A) kénnen wir
a<b und f(a) < f(b)
annehmen. Sei also : f(a) < ¢ < f(b). Wir definieren:
M ={z€|a,b]: f(x) <c}

Sei z :=sup M , wir zeigen

flz) =c.
Zunéchst bemerken wir, dass sup M existiert: a € M , insbesondere M # ¢ und M <
[a,b], insbesondere ist M beschrinkt.
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C  —t
fla) ==
| | /7 | WAV | |
V-l Vv -7 71 V7771 |
a b
M

Wir zeigen, dass f(z) = ¢ mittels einem Widerspruchsbeweis.

(1) Anname f(z) < c: Insbesondere gilt
z<b

da sonst aus z = b, f(z) = f(b) = ¢ folgt, entgegen der Annahme f(z) < c.

C  —t
T
flz) 4=
e

| | ]

| | |

a z b

Sei nun € = ¢ _éf(z) und sei 6 > 0 dementsprechend, so dass:

f(z=082z+[n]a,b]) c]f(z)—e, f(z)+¢[.

Da z < b folgt |z,z24+6[ na,b] # &.
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Sei also 2’ € |z, z + 0] N [a, b] . Dann folgt:
f(Z)elf(z) —e f(z) +el

insbesondere
f(Z) < f(z) + e < flo).
Zusammen mit 2z’ > z fiihrt dies zu einem Widerspruch mit der Definition von

sup M .
(2) Annahme f(z) > c:

~
O
{1
\ YL

o
|
|

-
—~
Q
SN~—
|
|

f(z) -
2

Sei € = € und 0 >0, so dass

fz=06,z+0[nlab]) < 1f(z) =, fz) + el
Da z=supM folgt |z —0,z] n M # &.
Sei also x € ]z —d,2z] n M. Es folgt dann f(z) <c¢ (z€ M) und
F@) € 17(2) — . £2) + o]
insbesondere
flz)> f(z)—e>c
Dies fiithrt zu einem Widerspruch. Da beide Annahmen (1) und (2) zu einem Widerspruch

fithren, folgt f(z) = ¢ und der Satz ist bewiesen. O

KOROLLAR 3.3.2. Sei P(x) = a,2™ + ap_12" "t + -+ 4+ ag ein Polynom mit a, # 0
und n ungerade. Dann besitzt P mindestens eine Nullstelle in R.

BEMERKUNG 3.3.3. Fiir ¢ > 0 besitzt Q(x) = 2? + ¢ keine Nullstelle in R.
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BEwEIS. O.E.d.A konnen wir a,, = 1 annehmen. Fiir z # 0 betrachte:

P
# =14 a, 17"+ apor 2+ +agr "
z ~ ~~ -
Q(z)
Da
1 J
lim (—) =0 I<j<n
m—00 m
und
1 J
lim (——) =0 1<j<n
m—0o0 m

gibt es N e N, N > 1, so dass:

N
S
|
2
N
[\CR V]

Daraus folgt
P(N)=N"Q(N)>0, P(—N)=(-N)"Q(—N) <0 (n ungerade).
Der Zwischenwertsatz angewendet auf
P:[-N,N] —R

garantiert dann die Existenz von z € [-N, N] mit P(z) =0. O

3.4. Der Min-Max Satz

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass eine stetige Funktion auf einem kompakten
Intervall beschrankt ist und zudem ein Maximum und ein Minimum annimmt.
Wir betrachten zunéchst folgende Beispiele:

BEISPIEL 3.4.1. (1) f:[0,40[— R, & —> 2?

ist stetig aber nicht beschrankt.
1
(2) f:]0,1] — R, z+— —

T
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ist stetig aber nicht beschrénkt.
3) f:]0,1[— R, z—x

ist stetig, beschrankt, nimmt aber kein Maximum an: es gibt kein a € [0, 1],

so dass f(z) < f(a) Vxel0,1].

DEFINITION 3.4.2. Fin Intervall < R ist kompakt, falls es von der Form
I=Jab], a<b

15t.

Als Vorbereitung zum Beweis fithren wir noch folgende Begriffe ein:
Seien allgemein D eine Menge und f,g: D — R Funktionen. Wir bezeichnen:

8

|fl(x) == [f(z)], VxeD
max(f, g)(z) := max (f(x), g(z)), Ve D
min(f, g)(z) := min (f(x), g(z)), Vx e D.



max(f, g)

LEMMA 3.4.3. Sei Dc R, o€ D und f, g: D — R stetig in xy. Dann sind
|fI, max(f, g), min(f,g)
stetig in xg.
BEWEIS. (1) Zu |f|: Sei € >0 und 6 >0, so dass Vo e D die Implikation
[z — 2o <6 = |f(z) — f(zo)| <&
gilt. Dann folgt:
F1(2) = 1 F1(o)| = 1 (@) = [f (zo)l| < | f(2) = f(xo)] <&

und somit ist |f| stetig.
(2) Zunéchst bemerken wir: Yu,v € R.:

u+ v+ |u—1l u+v—|u—0v|

max(u,v) = 5 ,  min(u,v) = 5
Folglich:
frg+lf-g . frg—1f-g
max(f.g) = LIV =90 g, gy = LH9 72

Aus Korollar 3.2.5(1) folgt, dass f + g und f — g in z( stetig sind; aus (1)
folgt dann, dass |f — g| in zg stetig ist. Wiederholte Anwendung von Korollar

3.2.5(1) impliziert dann, dass max(f,g) und min(f,g) in zo stetig sind.
U

Eine wesentliche Eigenschaft kompakter Intervalle wollen wir hier hervorheben.

LEMMA 3.4.4. Sei (2,),, eine konvergente Folge in R mit Grenzwert

lim z, € R.
n—0

Sei a <b. Falls {z,: n>1}c [a,b] folgt

77}1_1)1010 z, € [a,b].

BEWEIS. Aus a <z, <b VYn=>1 folgt mit Satz 2.1.8(4):
a < lim z, <b.

n—0o0

52



SATZ 3.4.5. Sei f: I =[a,b] — R stetig auf einem kompakten Intervall I. Dann
gibt es we Il und vel mit

flu) < f(x) < f(v)  Vrzel.

Insbesondere ist f beschrinkt.

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst die Existenz von v mit der Eigenschaft f(z) < f(v)
fir alle z € [a,b]. Sei

o) = max (1.3 = fla) + 1))

Dann ist g : [a,b] — R stetig und g(z) > 1.
Dann folgt aus Korollar 3.2.5(2), dass

1 1
—:la,b] — R, z+— —
9 9(x)
stetig ist.
Nun gilt 0 < ) fir alle x € [a,b], also existiert
g(x
) 1
s = mf{— c X € [a,b]}.
g(x)
Fiir jedes ne€ N, n > 1 gibt es per Definition des Infimums ein x, € [a,b] mit
1 1
s < <s+ —.
9(zn) n

Nach Bolzano-Weierstrass gibt es eine Teilfolge (xl(n))n>1 die konvergiert, denn (z,),,-,
ist beschrénkt. Sei

v = lim z,).
n—ao

Dann folgt aus Lemma 3.4.4, dass
v € [a,b].

1
Aus der Stetigkeit von — und Satz 3.2.4 folgt:
9

1 . 1 . 1
s < —— = lim <s+ lim —=5+0
g(v)  n—0 gz n—o0 [(n)
und somit folgt
1
—— =s.
9(v)
Insbesondere: . .
— < ——  Vxzea,b],
gv) ~ g(z)
das heisst

g(z) < g(v) Vrxela,b].
Aus der Definition von g folgt:

S @+ @) <glv)  Vaelad]



folgt

woraus

folgt. Wir haben gezeigt: Vx € [a,b]:

[\CR GV

S @)+ @) <5 - fla) + S

woraus
f(z) < f(v)
folgt. Wir kénnen dies jetzt auf —f anwenden und erhalten die Existenz von u € [a, b]
mit
—fz) < =f(w)  Voelab],

das heisst

und der Satz ist bewiesen. O

3.5. Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Im Kontext der Umkehrabbildung stellt sich allgemein die Frage der Stetigkeit unter
Verkniipfung.

SATZ 3.5.1. Seien Dy,Dy; < R zwei Teilmengen, f : Dy — Dy, g : Dy — R
Funktionen, sowie xo€ Dy . Falls f in xo und g in f(xq) stetig sind, so ist

gof:Di— R
m xg Stetig.
BEWEIS. Wir wollen das Stetigkeitskriterium (Satz 3.2.4) anwenden.
Sei (an),s; eine Folge in D; mit

lim a, = zg.
n—0

Da f stetig in z folgt (mit Satz 3.2.4)
lim f(an) = f(z0)

n—o0

und da g in f(x) stetig, folgt (mit Satz 3.2.4)
Iim g (f(a.) = g (F(a0))
woraus (mit Satz 3.2.4) die Stetigkeit von go f in x, folgt. O

KOROLLAR 3.5.2. Fulls in Satz 3.5.1 f auf Dy und g auf Dy stetig sind, so ist go f
auf Dy stetig.

SATZ 3.5.3. Sei I < R ein Intervall und f : 1 — R stetig, streng monoton. Dann
ist J:= f(I)c R ein Intervall und f~':J — I ist stetig, streng monoton.
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BEWEIS. Wir fiihren den Beweis im Fall I = [a,b] wobei a < b und nehmen an,
dass f streng monoton wachsend ist.
Aus a <z <) folgt f(a) < f(x) < f(b). Somit ist f ([a,b]) < [f(a), f(b)]. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt, dass es fiir jedes c € [f(a), f(b)] ein z € [a,b] gibt mit f(z) = c.
Folglich:

J = [([a,b]) = [f(a), F(D)]

und J ist ein Intervall. Insbesondere ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] surjektiv; f ist zudem
injektiv da streng monoton wachsend.
Sei f~1:[f(a), f(b)] — [a,b] die Umkehrabbildung. Wir beweisen die Stetigkeit von

I
Sei y e [f(a), f(b)] und (y,),>, eine Folge in [f(a), f(b)] mit

lim y, =vy.
n—00

Sei @, = f~'(yn), x = f'(y). Falls (x,),-, nicht gegen z konvergiert, gibt es ¢ > 0,
so dass

{neN: x,¢]r—e,x+¢[}

unendlich ist. Es gibt also eine Teilfolge (:L‘l(n))n (I : N* — N*) mit

>1
!xl(n) — a;| =€ Vn > 1.

Nach Bolzano-Weierstrass (bemerke [a, b] ist beschrankt) gibt es eine Teilfolge ($l(1/(n)))

n=1
die konvergiert. Sei z € [a,b] deren Grenzwert:

z = lim 2.
Dann folgt aus ‘xl(l’(n)) — a:! > ¢, dass
|z —x| =€
und aus der Stetigkeit von f:

f(z) = hj{)lof (1)) = T}glolo Yy =y = f(2).

n

Also ein Widerspruch zur Injektivitit von f. Dies beweist die Stetigkeit von 1. O
BEISPIEL 3.5.4. Sei n > 1. Dann ist

[0, 0] —> [0, o0

z— "

streng monoton wachsend, stetig und surjektiv. Nach dem Umkehrsatz existiert eine
streng monoton wachsende stetige Umkehrabbildung

[O’ OO[ - [Ov OO[
x— {/x
genannt die n-te Wurzel.
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3.6. Die reelle Exponentialfunktion

In Beispiel 2.7.18 haben wir die Exponentialfunktion exp : C — C durch eine in
ganz C absolut konvergente Potenzreihe definiert:
o0 Zn
2

n=0

exp(z) :

Wir studieren jetzt eingehender diese Funktion fiir z € R..
SATZ 3.6.1. exp: R —]0, +0[ ist streng monoton wachsend, stetig und surjektiv.

Wir zeigen einige Figenschaften von exp, die von unabhéngigem Interesse sind.
Mit
2 .3

exp(x)=1+x+%+§+--->1
fir x > 0 folgt mit
exp(—z)exp(z) =1  (siehe 2.7.27)
dass:
KOROLLAR 3.6.2.
exp(z) >0 VreR.

Aus der Potenzreihendarstellung von exp folgt ausserdem:
exp(z) >1 Vo>0.
Falls jetzt y < z, dann folgt (aus 2.7.27):

exp(z) = exp(y + (z — y)) = exp(y) exp(z — y)
und da exp(z —y) > 1, folgt:
KOROLLAR 3.6.3.
exp(z) > exp(y) Vz>uy.
Eine Ungleichung, die wir im Stetigkeitsbeweis beniitzen werden, ist:
KOROLLAR 3.6.4.
exp(z) =1+xz VzeR.

Dafiir beniitzen wir (siche Korollar 2.7.29)

exp(z) = lim <1 + £>n

n—a0 n
Sei x € R und N, so dass
—> -1
N>
woraus natiirlich -
—> -1 Vn>N
n
folgt. Fiir alle n > N folgt aus der Bernoulli Ungleichung

<1+E> >1+n<£)=1+x
n n

woraus mit Satz 2.1.8(4)

exp(z) = lim <1+%> >1+z

n—aoo
folgt.
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BEWEIS VON SATZ 3.6.1. Aus (3.6.2) folgt exp(R) < ]0,+00[ und aus (3.6.3)
folgt, dass exp streng monoton wachsend ist.
Zur Stetigkeit:
Schritt 1: Stetigkeit in 0.

1
Sei ~5 <z < 3 dann folgt aus exp(z) = 1 + z fiir dieses z, dass
(-2 < 1
eX —X < .
P 1+x
o 11
Wir konnen z und —x vertauschen und erhalten also Vz e 53"
L+ 7 < exple) < —
r < exp(r) <
P 1—-2z
woraus .
< - 0) <
» < exp(r) — exp(0) <
und somit
11
lexp(z) —exp(0)| < 2|z| Vzxe l—§, 5}

1
folgt. Sei € > 0 und § = min (5, g) . Dann folgt V|z| <d:

lexp(z) — exp(0)]| < 2|z < 20 < e.

Damit ist die Stetigkeit in 0 bewiesen.
Schritt 2: Stetigkeit {iberall.

Sei zg € R. Dann schreiben wir:

exp(x) —exp(zg) = exp(zo + (x — x¢)) — exp(zo) = exp(zo) [exp(x — x¢) — exp(0)]
1 €

Sei € >0 und 6 = min | =, ————— | . Dann folgt: fiir alle |z — x¢| < J:
2" 2exp(xg)

lexp(z) — exp(zo)| = exp(xo) - |exp(z — z) — exp(0)]
< exp(o) - 2+ [x — o
£

2exp(wo) -

< exp(zg) - 2

Surjektivitat:

Wir bemerken, dass

und somit e > 2.
Daraus folgt
exp(n) =e"=>2"  ¥Yn=0
und
exp(—n) =exp(n) ' =e " < 27"
Also ist nach dem Zwischenwertsatz
[27",2"] < exp ([—n,n])
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und somit

10, +o0[= | J [27",2"] = exp(R) = ]0, +o] .

n=1

Daraus folgt exp(R) =]0, +o0[ und der Satz ist bewiesen. O

Die Umkehrabbildung der bijektiven Abbildung exp : R —]0, +o0[ nennen wir den
natiirlichen Logarithmus und bezeichnen sie mit In, oder log.

KOROLLAR 3.6.5. Der natiirliche Logarithmus
In :]0, +o[— R
st eine streng monoton wachsende, stetige, bijektive Funktion. Des weiteren gilt
In(a-b) =lna+1Inb Va,be]0,+o0l.

BEWEIS. Aus Satz 3.6.1 folgt, dass
exp : R —]0, +o0[

streng monoton wachsend, stetig und bijektiv ist. Unter Anwendung von Satz 3.5.3 mit
I=R, J=|0,+00] und f = exp folgt, dass f~! =1In,

In :]0, +o[— R

stetig, streng monoton und bijektiv ist.
Seien a,b € |0, +oo[: Aus Anwendung von 2.7.27 folgt:

exp(lna +Inb) = exp(Ina) - exp(lnb).
Da exp die Umkehrfunktion von In ist, folgt:
exp(lna) exp(Inb) = ab = exp(In(ab))

Daraus folgt:
exp(lna + Inb) = exp(Inab).
Da exp injektiv ist, folgt:

Ina+1Inb=Inabd.
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exp

Wir kénnen jetzt Logarithmus und Exponentialfunktion beniitzen, um allgemeine Poten-

zen zu definieren. Fiir x > 0 und a € R beliebig definieren wir:
;= exp(alnx).
Insbesondere: 2° =1 Va >0.
KOROLLAR 3.6.6. (1) Fir a>0 st
10, +o0[ —]0, +00[

T — z°

eine stetige, streng monoton wachsende Bijektion.

(2) Fiir a <0 ist
]07 +OO[ —>]0> +OO[
x — z°

eine stetige, streng monoton fallende Bijektion.
(3) In(z*) = aln(x) VYaeR, Vx >0.
(4) 2% x> = 2%t Va,beR, Vo >0.
(5) ()’ = z** Va,beR, Yz >0.

BEWEIS. (1) Fiir @ > 0 ist mit z — Inaz auch 2 — alnz streng monoton
wachsend. Da x —— expz streng monoton wachsend, folgt, dass

x+— 2% = exp(alnz)

streng monoton wachsend ist.

Ausserdem ist x —— 2% eine Verkniipfung stetiger Funktionen und deswegen

nach Satz 3.5.1 auch stetig.
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(2) Analog wie (1). Es ist zu bemerken, dass fiir a < 0, z — alnz streng monoton
fallend ist.
(3)
In(z%) =Ilnexp(alnz) =alnz
(4)
2% - 2° = exp (alnz) exp(blnz) = exp(alnz + blnz)

= exp ((a + b)Inz) = 2°7°.

()
(2*)" = exp (bIn (z%))
Aus (3) folgt In(z*) = alnz, woraus folgt:

(2%)" = exp (balnz) = 2°.

3.7. Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei D eine Menge. Analog zur Definition einer Folge reeller Zahlen ist eine (reellwer-
tige) Funktionenfolge eine Abbildung

N — R”
n+— f(n).

Wie im Fall der Folgen bezeichnen wir f(n) mit f,, und die Funktionenfolge mit (f,)
Fiir jedes x € D erhélt man eine Folge (f.(7)),s, in R.

n=0 *

DEFINITION 3.7.1. Die Funktionenfolge (fy,)
ne Funktion f: D — R, falls fir alle v € D :

f(@) = lim f, ().

BEISPIEL 3.7.2. Sei D = [0,1] und

»>o konvergiert punktweise gegen ei-

fn:]0,1] — R, neN.

x— "
Dann folgt aus Beispiel 2.2.3:

lim f,(z) = lim2" =0 VO<z<l.

n—0oo n—o0

Ausserdem gilt f,(1) = 1" = 1. Also konvergiert die Funktionenfolge (fy),~, punktweise
gegen die Funktion f:[0,1] — R gegeben durch:

0 0<z<l1

1 =1
Bemerke: die Funktionen f,, sind alle stetig in [0, 1], die Funktion f ist nicht stetig in 1.
Um zu garantieren, dass der Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen stetig ist, braucht
es zusatzliche Voraussetzungen.
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DEFINITION 3.7.3. (Weierstrass 1841) Die Folge
fn:D—R
konvergiert gleichmassig in D gegen
f:D—R
falls gilt: Ye >0 AN > 1, so dass:
Vn=N, YeeD: |fu(z)— f(z)| <e.

In dieser Definition ist es wichtig, dass N nur von ¢ und nicht von x € D abhéngt.
Deswegen kommt die Bedingung “ Vo € D ” nach der Bedingung “ 4N > 17

SATZ 3.74. Sei D < R und f, : D — R eine Funktionenfolge bestehend aus
(in D) stetigen Funktionen die (in D) gleichmdssig gegen eine Funktion f : D — R
konvergiert.

Dann ist f (in D) stetig.

BEWEIS. Sei xg€ D und € > 0. Sei N > 1, so dass (gleichméssige Konvergenz):
|f(x) — fn(z)| <e VzeD.
Da fy in x( stetig ist, gibt es § > 0 mit:
[z — x| <0 = |fn(2) = [n(20)| <&

Es folgt dann fiir |z — x| <9

|f(@) = f(zo)| = |(f(z) — [n(2)) + (fn(x) = fn(®0)) + (fv(wo) — f(20))]
< |f(x) = fn(@)] + [fn(z) = fn(zo)| + | f(w0) — (o)l
By by By
< 3e.

DEFINITION 3.7.5. Eine Funktionenfolge
fn:D—R
ist gleichmaéssig konvergent, falls fiir alle x € D der Grenzwert
f(@) = lm f,(z)
existiert und die Folge (fy),=, gleichmdssig gegen f konvergiert.
Aus dem Cauchy Kriterium (Satz 2.4.2) fiir Folgen folgt:
KOROLLAR 3.7.6. Die Funktionenfolge
fn:D—R

konvergiert genau dann gleichmdassig in D, falls:
Ve >0 dN > 1, so dass Yn,m > N und Vre D :

|[fn(2) = fm(z)] <e.

BEWEIS. Zuerst folgt aus der Hypothese dass, fiir jede = € D, die Folge (f,,(z)) (von
reellen Zahlen) erfiillt das Cauchy Kriterium. Es gibt deshalb ein Grenzwert (Satz 2.4.2),
der wir f(z) bezeichnen.
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Wir beweisen dann, dass die Funktionenfolge ( f,,) konvergiert gleichméssig gegen diese
Funktion f: sei e > 0, und sei N > 1 sodass |f,(z) — fi(x)| < &/2 falls n, m > N (die
Existenz von N folgt aus der Hypothese fiir £/2). Sei n = N. Die Ungleichungen

€
fiir m > N, implizieren dass

Fule) = J@) < 5 <<

weil f,(z) — f(x) als m — 400 (siehe Satz 2.1.8, Teil (4)). Dies bedeutet genau, dass
die Konvergenz gleichméssig ist. U

KOROLLAR 3.7.7. Sei D < R. Fulls f, : D — R eine gleichmdssig konvergente
Folge stetiger Funktionen ist, dann ist die Funktion

f(z) = T}Erolo fn()
stetug.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar 3.7.6 und Satz 3.7.4. U

Sei nun f, : D — R eine Folge von Funktionen.

e}
DEFINITION 3.7.8. Die Reihe Z fr(x) konvergiert gleichmdssig (in D), falls die

k=0
durch

Sul@) = 3 fula)
k=0
definierte Funktionenfolge gleichmdssig konvergiert.

SATZ 3.79. Set D < R und
fn:D—R

eine Folge stetiger Funktionen. Wir nehmen an, dass
|fu(z)| <c¢n VzeD

a0
und, dass Z ¢n konvergiert. Dann konvergiert die Reihe

>, fal@)

gleichmdassig in D und deren Grenzwert

o0
f(@) = )] fal)
n=0
st eine i D stetige Funktion.

BEWEIS. Sei e >0 und N >1,sodass Vn> N und k> 1:

n+k

Z c; <¢€.

j=n+1
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Dann folgt fiir

Sp(z) = Z fi(z)

n+k n+k n+k
|Sner(@) = Su()| = | Do filw)| < D If@)< D) ¢g<e  VreD.
Jj=n+1 Jj=n+1 j=n+1

Also ist nach Korollar 3.7.6 die Funktionenfolge (S5,),-, in D gleichméssig konvergent
und deshalb ist nach Korollar 3.7.7
f(z) := lim S, (x)
n—0oo

in D stetig. U

Wir wenden diesen Satz jetzt auf das Studium von Potenzreihen an. Sei (vergleiche mit
Korollar 2.7.21) (cg),s, eine Folge in R.

DEFINITION 3.7.10. Die Potenzreihe

[oe]
Z Ck.Tk
k=0
hat positiven Konvergenzradius, falls limsup /|cy| existiert.
k—o0
Der Konvergenzradius ist dann definiert als:
+00 falls limsup A/ |cx| = 0

k—o0

o= falls limsup A/ |cx| > 0.

1
lim sup /| cx| k—o0

k—00

In Korollar 2.7.21 hatten wir gezeigt, dass fiir alle |z| < p die Potenzreihe

o0
> et
k=0

absolut konvergiert. Sei also

0
f(x) = Z e, |z < p.
k=0

00]

SATZ 3.7.11. Ses Z cra®  eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius p > 0
k=0
und sei
o6}
f(z) := Z cra®, x| < p.
k=0

Dann qilt: YO <r < p konvergiert

a0
Z Ckilik
k=0
gleichmdssig auf [—r,r], insbesondere ist f:]—p,p| — R stetig.

BEWEIS. Sei fi(z) = cxz®, k= 0. Dann ist f, auf ganz R stetig. Fiir |z| < r gilt
auch:

| fr(2)] = |Ckxk} < |exlr®.
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00]
Da nach Korollar 2.7.21 Z |cx|r* konvergiert, folgt aus Satz 3.7.9, dass
k=0

0

> et

k=0
auf [—r, 7| gleichméssig konvergiert. Insbesondere ist
f:[-rr]—R
stetig. Da dies fiir alle r < p gilt, folgt, dass
fil=p.pl — R
stetig ist. ]

3.8. Trigonometrische Funktionen

Die in 1.3 beniitzten Funktionen sinz und cosx sind nicht wirklich definiert worden,
da wir den Begriff des Winkelmasses nie definiert hatten. Auch ist die “Zahl” 7 nicht
streng definiert. Dies wollen wir jetzt nachholen.

Wir definieren die Sinusfunktion fir z € C:

2'3 25 S ” 2n+1
smz-z——+—*—
31 5! 7! 2n +1
n=0
und die Cosinusfunktion fir z € C:
2 4 6 o0 n _2n
24 2t oz (-1)"z
cosz=1——+——— +- —_—
21 41 6! Z (2n)!

Aus dem Quotientenkriterium (Satz 2.7.17) folgt, analog zum Fall der Exponentialfunk-
tion (Beispiel 2.7.18), dass beide Reihen fiir alle z € C absolut konvergieren. Deswegen
ist in beiden Fillen deren Konvergenzradius +oo und es folgt aus Satz 3.7.11:

SATZ 3.8.1. sin: R — R wund cos: R — R sind stetige Funktionen.

Weitere Eigenschaften der Sinus und Cosinusfunktion ergeben sich durch ihren Zusam-
menhang mit der Exponentialfunktion.

SATZ 3.8.2. (1) expiz = cos(z) + isin(z) VzeC
(2) cosz = cos(—z) und sin(—z) = —sinz Vze C.
(3) sinz = l, cogz = 2 ¢

(4) sin(z + w) :Zsin(z) cos(w) + COS(QZ) sin(w)
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).
(5) cos(z)* +sin(z)? =1 VzeC.

BEWEIS. (1)
0 . k o0 (iZ)Qn (iz)2n+1
exp(iz) kz_o ' ;{ @)l (2n+1)!}
nach Satz 2.7.4(1):
(i) & (iz)™
- nz_;) 2n)! *r;) 2n 1 1)



Jetzt bemerken wir: 72" = (—1)" und *"*! =i (—1)" woraus folgt:
exp(iz) = cos(z) + isin(z).
(2) Folgen aus der Definition.
(3) Aus exp(iz) = cos(z) + isin(z) und aus (2) folgt:
exp(—iz) = cos(z) — isin(z)
woraus (3) folgt (durch Subtraktion respektive Addition der beiden Identitdten).
(4) Es gilt
elETw) = iz (2.7.27)
= (cos(z) + isin(z)) (cos(w) + isin(w))
= {cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)} + i {sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)}
und analog

—i(z+w) _ e—ize—iw

e
= (cos(z) —isin(z)) (cos(w) — isin(w))
= {cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)} — i {sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)} .
Durch Addition (respektive Subtraktion) beider Identitdten und Beniitzung von

6i(z-‘rw) + e—i(z-i—w)

cos(z +w) = 5
‘ 6i(z+w) _ e—i(z-i—w)
sin(z + w) = %
erhalten wir die Additionsformeln.
(5) Setze z = —w in die Additionsformel fiir cos(z + w).

g

Wir bemerken, dass sich aus den Additionsformeln die Winkelverdopplungsformeln erge-

KOROLLAR 3.8.3.

sin(2z) = 2sin(z) cos(z)

cos(2z) = cos(z)? — sin(z)>.

3.9. Die Kreiszahl =

In diesem Abschnitt studieren wir die Sinus und Cosinusfunktion als Funktionen der

Variablen x € R. Aus der Definition von sin(z) folgt sin(0) = 0.

SATZ 3.9.1. Die Sinusfunktion hat auf ]0,400[ mindestens eine Nullstelle.

m:=inf{t > 0: sint = 0}.

Dann gilt:

(1) sinm =0, me]2,4].
(2) Vo € 0,7 : sinx > 0.
(3) €% =i.
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Zunachst ein paar Bemerkungen von allgemeinem Interesse.

Sei = = 0: die Reihe

) A L
sm(x)=a:—§+g—ﬁ+---
ist alternierend.
2n+1
Fir 2 >0 ist | —— genau dann monoton fallend, falls
Cn+1))
x2n+1 .132”_1

< Vn > 1,
n+ ! S (@2n-1 "

das heisst
2> <2n-(2n+1)  Vn=1,
also
T < \/6
Es folgt dann aus dem Satz 2.7.12:

KOROLLAR 3.9.2.
3

) x
x>smx>x—§ V0 < z < V6.
BEWEIS VON SATZ 3.9.1. Sei wieder:
' R S R
sin(z) =2 — —+——5+—5——+

3! 51 7! 9! 11!
Wir betrachten fir x > 0 die alternierende Reihe

29 gl . 213
9! 11! 13!
Dann ist (%)@4 monoton fallend, falls
<89 =72,
das heisst
0<az< VT2
Nach Satz 2.7.12 folgt
R B E 29
a—ﬁ‘f'l—g‘—gy VIE[O,\/?Q]
woraus , : .
_ x ¥ x x
smxéx—§+§—ﬁ+a V:ve[07\/72]
folgt. Insbesondere ergibt eine (lange) Rechnung:
268
in(4) < ——— <0.
sin(4) 105

Aus 3.9.2 folgt

Insbesondere:
sinz >0  Vz€]0,2].
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Es gilt: sin2 > 0 und sin4 < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also in |2, 4[
mindestens eine Nullstelle fiir die Sinusfunktion.
Aus der Definition von 7 und der Stetigkeit der Sinusfunktion folgt

sin(m) = 0.

Aus obiger Diskussion folgt 7 €]2, 4] .
Jetzt zeigen wir: sin(xz) > 0 Vz €]0,7[. Aus der Definition von 7 folgt, dass sin auf
10, [ keine Nullstelle besitzt.
Nun bemerken wir
0<l<2<m

und L s
in(l)=21—-—=->0.
sin(1) T
Falls es y €]0, 7| gibt mit sin(y) < 0 dann wiirde aus sin(1) > 0 und dem Zwischenwertsatz

die Existenz von z zwischen 1 und y folgen mit
sin(z) = 0.

Insbesondere 0 < z < 7, ein Widerspruch zur Definition von 7.
Nun zu (3):
Aus der Winkelverdopplungsformel folgt:

T T T
— g 2._>:2- T oeos &
0 sm( 5 sm2cos2

Da g €]0, 7| ist sin (g) > (), insbesondere folgt:

T
—=0.
cos 5
™™ 2 T\ 2 LT
Aus (cos —) + (sm —> =1 und sin— > 0 folgt
2 2 2
sinz =1
2
und somit:
e% = COSE —I—isinz =7
2 2 ’
O
KOROLLAR 3.9.3. (1) &™ = -1, e =1

(2) sin (m + g) = cos(z), cos (m + g) = —sin(z) VzeR

(3) sin (z + m) = —sin(x), sin(z+27) =sin(z) VreR
(4) cos(x + ) = —cos(z), cos(x+2m) =cos(z) VreR
(5) Nullstellen von Sinus = {k -7 : k€ Z}

sin(x) >0 Vze |2kr, 2k+ )n[, keZ
sin(z) <0 Vze |2k+ )7, 2k+2)n[, keZ
(6) Nullstellen von Cosinus = {g +k-m: ke Z}

cos(z) > 0 vxe]—gwkw, —g—l—(2k+1)7r[, keZ

cos(x) < 0 Vxe]—g+(2k+1)7r, —g+(2k+2)7r[, keZ
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BEWEIS. (1): Aus €% =i (Satz 3.9.1(3)) folgen
em=i?=—1 und € = (-1)>=1.

(2): Aus Satz 3.8.2(3) und Satz 3.9.1(3):

i

' T ei(m+g) N e*i(er%) ei:pe%r — e
Sin (x + —) = - = ;
2 21 21
eim i = e—ix — eia: 4 e—ix
= 5 (=) = 5 = cos(x).

Fiir cos <sc + g) verfahrt man analog.

(3) und (4) folgen mit mehrfacher Anwendung von (2).
(5): Aus Satz 3.9.1(2) folgt

sin(z) >0  Vze |07
und aus sin(z + 7) = —sin(x) folgt

sin(z) <0  Vxe |m,2n[.
Falls = € |2km, (2k + 1)x| folgt x — 2km € |0,7[ und somit

sin(x) = sin (v — 2km) > 0.
Falls = € |(2k + )7, (2k 4+ 2)x[ folgt x — 2km € ]m, 27| und somit

sin(x) = sin(z — 2k7) < 0.
(6) Folgt aus (5) mit der Relation cos(z) = sin (x + g) aus (2). O

Mittels Differentialrechnung werden wir ein besseres Versténdnis fiir das Bild der Graphen
von Sinus und Cosinus entwickeln.

COos 1 Sin

= R

—+ -1

Fir z ¢ g + m - Z definieren wir die Tangensfunktion:

tan(z) = sin(z)
cos(z)
und fiir z ¢ m-Z die Cotangensfunktion:
cot(z) = 098(2)
sin(z)
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3.10. Grenzwerte von Funktionen

Wir betrachten wieder Funktionen
f:D—R

auf einer Teilmenge D < R und wollen Grenzwerte fiir den Fall definieren, wenn z € D
“gegen ein o € R strebt”; wir miissen dabei beriicksichtigen, dass

[E0¢D

moglich ist. Wir werden also annehmen, dass x( ein Haufungspunkt von D ist.
DEFINITION 3.10.1. x9 € R st ein Haufungspunkt der Menge D falls Y6 > 0 :

(Jxo — 6,20 + 6] N {xo}) " D # &.

BEISPIEL 3.10.2. Sei D = {0} u]1,2[. Dann ist die Menge D" der Héufungspunkte
von D:

D' =11,2].
DEFINITION 3.10.3. Sei f: D — R, x9€ R ein Haufungspunkt von D. Dann ist
AeR der Grenzwert von f(x) fir x — xo, bezeichnet mit

lim f(x) = A,

T—To

falls Ye >0 30 > 0 so dass
Ve e D n (Jrg— 6,x0 +0[ N {xo}) : |f(zx) — Al <e.

BEMERKUNG 3.10.4. (1) Sei f: D — R und z( ein Haufungspunkt von D.
Dann gilt
lim f(z)=A
T—To

genau dann wenn fiir jede Folge (a,),-, in D\ {z} mit

lim a, = g
n—o0

folgt
7}1—1}010 flan) = A.
(2) Sei zg e D. Dann ist f stetig in xy genau dann, falls

T f(2) = (ro).
(3) Mittels (1) zeigt man leicht, dass falls f,g: D — R und lim f(x), lim g(z)

T—x0 T—T0

existieren, so folgt

lim (f +g)(z) = lim f(z) + lim g(z)

T—xTo T—T0 T—T0

und
lim (f-g)(x) = lim f(z)- lim g(x).

T—T0 T—To T—T0

(4) Sei f,g: D — R mit f < g. Dann folgt
lim f(x) < lim g(x)

T—x0 r—x0
falls beide Grenzwerte existieren.
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(5) Falls g1 < f < go und

lim gy(z) = lim gs(z)

T—x0 T—x0

dann existiert lim f(x) und

T—T0

lim f(z) = lim g(x).

T—To T—To

BEISPIEL 3.10.5. Sei D = R~ {0}, f(z) = 2L Dann gilt:
Xz

sin x

lim = 1.
x—0
Aus 3.9.2 folgt Ve ]0, \@] :
x? sin x
1—— < <1
3! T

und folglich Vzx € [—\@, V6 ] ~ {0} da z? und S gerade sind. Die Aussage folgt dann
T
aus Bemerkung 3.10.4(5).

SATZ 3.10.6. Seien D, E < R, xg Hiufungspunkt von D, f : D — E eine Funktion.
Wir nehmen an, dass

Yo := lim f(z)

r—To

existiert und yo € E. Falls g: E— R stetig in yo folgt:
Jim g (f(2)) = g(vo)-

BEWEIS. Sei (ay),.; eine Folge in D ~\ {x¢} mit lim a, = 2. Dann folgt aus
= n—00

Bemerkung 3.10.4(1):
lim f(a,) = yo

n—ao0

und aus der Stetigkeit von g:
9(y0) = lim g(f(an))

Der Satz folgt dann mit Verwendung von Bemerkung 3.10.4(1). O

Linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte. Betrachten wir zum Beispiel

f:R~N{0} —R
1

T > —.
X

1
Dann wird fiir x > 0, = beliebig nahe an 0, — beliebig positiv gross und fiir x < 0,
x

1 1
x beliebig nahe an 0, — beliebig negativ “gross”. In beiden Féllen hat — ein einfaches
x x
Verhalten.
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Im Fall ae R,
f:]0,0] — R

xr —a
ist f auf ]0,00[ definiert. Falls a > 0 werden wir sehen, dass

lim f(z) = 0.

z€]0,00[

Sei f: D — R und zg € R. Wir nehmen an, z ist Hiufungspunkt von D N |z, +o0];
das heisst ein rechtsseitiger Haufungspunkt.
Falls der Grenzwert der eingeschrankten Funktion

f‘Dm [z0,+0)

fir * — xo existiert, wird er mit

lim, f(z)

$*>I0

bezeichnet und nennt sich rechtsseitiger Grenzwert von f bei z.
Wir erweitern diese Definition auf:

lim f(x) =40

+

e
falls gilt:
Ve>0 30 >0, VeeDnlxg,zo+0[: f(x) >§
und analog:
xlirigf(:ﬂ) = —©
falls 0
Ve>0 30 >0, VeeDnlrg,zo+0[: flz)< —%.

Linksseitige Haufungspunkte und Grenzwerte werden analog definiert.
Mit diesen Definitionen gilt:

1
lim — = 400, lim — = —o0.
z—0t X z—0- T
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BEISPIEL 3.10.7. lim Inz = —o0.

z—07t

Nun, ]0, +o[ — R, x ~— Inx ist strikt monoton. Sei e~™*Y < < ¢, dann folgt
—(n+1) <lnz < —n woraus die Behauptung folgt.

BEISPIEL 3.10.8. Fir ¢ >0 ist lim z*=0.

z—0+
Aus 3.10.7 folgt, dass es fiir jedes n € N ein 6 > 0 gibt so dass:
O<x<d = Inz < —n,

und da a >0,
alnxr < —an,

und da exp (streng) monoton wachsend,
x* =exp (alnz) < exp(—an).

Nun wird mit n € N beliebig gross exp (—an) = (exp(—a))” beliebig klein, da exp(—a) <
1 woraus die Behauptung folgt.
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KAPITEL 4

Differenzierbare Funktionen

4.1. Die Ableitung: Definition und elementare Folgerungen
Sei Dc R, f:D— R und zy€ D ein Haufungspunkt von D.
DEFINITION 4.1.1. f ist in x¢ differenzierbar, falls der Grenzwert

o 1) = ()
T—Io T — X
existiert. Ist dies der Fall, wird der Grenzwert mit f'(xo) bezeichnet.

f(x) = flxo)

Falls f'(z¢) existiert ist die Intuition, dass die Familien der Geraden durch (zo, f(zo)),
(x, f(z)) fir = # x9, * — zp als “Grenzwert” die Tangente zum Graphen von f in
(xo, f(xp)) annimmt.

ist die Steigung der Geraden durch (xq, f(z0)), (z, f(x)).

BEMERKUNG 4.1.2. Es ist oft von Vorteil in der Definition von f'(zq), = = xo+ h
zu setzen, so dass:

f/(ZL'()) = lim

h—0

f(zo + h) — f(zo)
h

Wir behandeln jetzt zwei dquivalente Formulierungen der Differenzierbarkeit.
SATZ 4.1.3 (Weierstrass 1861). Sei f: D — R, zg € D Hdiufungspunkt von D.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist in zq differenzierbar.
(2) Es gibt ce R und r: D — R mit:
2.1 f(x) = f(xo) + c(z — x0) + r(z)(z — x0)
2.2 r(xg) =0 und r ist stetig in .
Falls dies zutrifft ist ¢ = f'(xo) eindeutig bestimmit.
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BEWEIS. (1) = (2): Wir nehmen an f ist differenzierbar in zy. Sei also

oy — i L) = )
T—>T0 r — 2o
Wir definieren: r: D — R.:
) L) = )
T — X

r(zo) = 0.
Dann ist (2.1) mit ¢ = f’(zo) und r offensichtlich erfiillt. Da

— f'(xo) fur ze D~ {xo}

lim r(z) = lim (—f(m) = J(z0) _ f’(xo)) =0 = r(x)
T—T0 T—x0 r — 2o
folgt mit 3.10.4(2), dass r in xg stetig ist.
(2) = (1): tibung. O

Die Formulierung der Differenzierbarkeit von f mittels

f(@) = f(xo) + f'(w0)(x — o) + r(2)(x — 20)

und der Stetigkeit von r in xy hat den Vorteil, dass sie keinen Limes enthélt. Ausserdem
ist dann

y = f(o) + f'(w0) (x — 20)
die Gleichung der Tangente zum Graph von f im Punkt (xg, f(xo)).

Wir kénnen die Charakterisierung der Differenzierbarkeit noch Vereinfachen in dem wir
in Satz 4.1.3(2.1)

¢(x) = f'(xo) + r(x)
setzen. Wir erhalten:
SATZ 4.1.4. Fine Funktion f: D — R ist genau dann in xqy differenzierbar, falls es

eine Funktion ¢ : D — R gqibt die stetig in xq ist und so, dass
f(z) = f(xo) + ¢(z) (z — z0) Vz e D.
In diesem Fall gilt ¢(zo) = f'(x0) .
KOROLLAR 4.1.5. Sei f: D — R und zo€ D ein Hdiufungspunkt von D. Falls f
in xo differenzierbar ist, so ist f stetig in xg.
BEISPIEL 4.1.6. (1) f=1:R— R, dannist f'(z9) =0 VzoeR.
Folgt aus f(x) — f(xg) =1—-1=0.
(2) f:R— R, f(z)=z.Dannist f' =1.
Folgt aus f(x) — f(xg) =1 (z — o).
(3) f:R— R, f(x)=22. Dannist f'(zg) =2z9 VzpeR.
Folgt aus:
f(@) = flwo) = 2* — a5 = (x — o) (x + z0)
Also fiir = # zq:

f(x) — f(20) — 2+ 2
T — X
woraus
i L@ @) (z + o) = 270
T—I0 xr — xo T—I0
folgt.

4) f:R—R, f(z)= |z
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4
Ist in zg = 0 nicht differenzierbar:
Fir < 0:
F@) = FO) el
x—0 T
Fir « > 0:
Fa) -~ FO) ol
x—0 x '
Also hat fir z — 0, M keinen Grenzwert.
x J—
Fiir alle zy # 0 ist f in z( differenzierbar.
(5) (Van der Waerden 1930).
Sei fir x € R,
g(z) =min{|zr —m|: meZ}.
"M
z — g(z)
1 ——
2
I ] >
2
M
g(10x)
ERET)
Rk VIV V.V V.V V.V.V.V.V.V.V.V.V.V.V.V.V.NN
1 2
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Sei

fl) = 3 2007)

Dann ist nach Satz 3.7.9 diese Reihe auf ganz R gleichméassig konvergent und f

ist deswegen stetig.

Mittels Dezimalentwicklung kann man zeigen, dass f in keinem Punkt von R

differenzierbar ist.

DEFINITION 4.1.7. f: D — R ist in D differenzierbar, falls fiir jeden Hdaufungs-

punkt xo € D, f in x¢ differenzierbar ist.

Meistens ist D eine endliche Vereinigung von Intervallen I, mit Endpunkten a, < b,;

insbesondere ist dann jeder Punkt von D Haufungspunkt von D.

|

BEISPIEL 4.1.8. (1) exp: R — R ist in R differenzierbar und exp’ = exp.
Seien g€ R und h # 0:
exp(zo + h}z — exp(xo) _ exp(zo) exp(:) — exp(xo) _ exp(a) [exp(f;) -1
Also :
exp!(au) = exp(an) finy | 2=

2

Aus exp(h):1+h+%+~- folgt fiir h #0:

exp(h) — 1 h  h?
i 2 N T R
h Tyt T

Und fir he[-1,1], h#0:

h)—1 1 h
%—1'<|h|l—+u+---]<2|h|

h 21 3l
woraus
nm<§ﬁ@:i)—1:0
h—0 h
folgt.
(2) sin’ = cos und cos’ = —sin.

Aus dem Additionsgesetz fiir Sinus folgt:
sin(xzg + h) — sin(xg) = sin(zg) cos(h) + cos(xg) sin(h) — sin(xg)
= sin(xg) (cos(h) — 1) + cos(zg) sin(h)
Also Vh #0:
sin(zg + h) — sin(zo) cos(h) —1 sin(h)

- — sin(zo) (T) + cos(a) =

In Beispiel 3.10.5 hatten wir gezeigt:

. sin(h)
pm =
Aus der Definition von cos:
h? pt
cos(h)zl—g—i—z—i—



sieht man, analog wie im Fall von exp, dass:

lim M - 0.
h—0 h

Es folgt:

sin’ () = lim sin(xg + h) — sin(xg)

lim h = cos(xo)

Ein analoges Argument ergibt:
cos’ = —sin.
Um die Ableitung von Polynomen, Logarithmus und inversen Funktionen zu bestimmen,

stellen wir nun allgemeine “Rechenregeln” fiir Ableitungen von Summen, Produkten, Quo-
tienten und Verkniipfungen von Funktionen zusammen.

SATZ 4.1.9. Sei D < R, x9 € D ein Hiufungspunkt von D und f,g: D — R in
xo differenzierbar. Dann gelten:

(1) [+ g istin xo differenzierbar und

(f +9)" (w0) = f'(z0) + g'(x0)
(2) f-g istin xq differenzierbar und

(f - 9)" (w0) = f'(x0)g(x0) + f(20)g' (o).
(3) Falls g(xg) # 0 st g in xo differenzierbar und
(i)’ (ay) = L @0)9(@0) = f(@)g (z0)

9(%0)?

BEWEIS. Seien (Satz 4.1.4) ¢,1: D — R stetig in xy mit

(*) f(x) = f(@o) + o(x) (2 — 20)
() g9(z) = g(x0) + ¥(z)(x — T0).
Dann folgt

(f +9) (x) = (f + 9) (x0) + (¢(x) + ¥(x)) (x — o).

Da ¢ + ¢ in z, stetig ist folgt, dass f + ¢g in z( differenzierbar ist und
(f +9) (z0) = d(wo) + ¥(w0) = f'(x0) + ¢'(x0)  (Satz 4.1.4).
Dies beweist (1).
Zu (2): Das Produkt der Identitdten (x) und (=) ergibt:
(F-0) (@) = (£ 9) (20) + (Fa0)0(@) + ga0)o(x) + o@)i(a)(z - 20)) (& — 0

Sei

§(x) == flzo)¥(x) + g(xo)d(x) + ¢(x)ih(x)(x — o).
Dann ist & stetig in x, folglich gilt:

(f - 9) (o) = &(wo) = f(w0)g' (x0) + glwo) f' (o)

Dies beweist (2).
Zu (3): Da g in xq stetig ist (Korollar 4.1.5) gibt es § > 0 so dass

g(x) #0  Vaxelrg—9d,z0+ [ nD.
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Fir diese z betrachten wir:

i(x) B i(x ) = f(zo) + ¢(x)(x — o) flz0)
g 9" glzo) + v(x)(x —z)  glwo)
(¢ x)g(wo) — Q/J(x)f(xo))(x — p)

Sei Vx € |xg—d,20+ 0[N D:

¢(z)g(wo) — () f (o)
9(x)g(xo)

Dann ist 7 : |zg — 0,29 + 6 n D — R stetig in xy und folglich:

(z)’ (20) = () — L @09(@0) = §'(20)f (o)

g 9(x0)?

n(z) ==

BEISPIEL 4.1.10. ()n=1: (2") =na™'! VzeR.
(2) Die Tangensfunktion

tanz = r¢ - +7l

cosx’ 2
ist auf ithrem Definitionsbereich differenzierbar und
1

tan'(z) = o2 (z)’

(3) Die Cotangensfunktion
cos T

cotx = , v¢nl

ST

ist auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar und
1

sin?(z)’
BEWEIS. (1): (Induktion) Fiir n =1 ist es Beispiel 4.1.6(2).
Sei n = 2; wir nehmen an

cot'(z) = —

(93"_1)/ =(n—1)a"2
Dann folgt auf 2" = x-2""* mit 4.1.9(2):
(2") = (z-2" 1) =2/a" !+ (2" )
="+ (n—1)2"" =na" L.
(2): Aus 4.1.9(3):
o () = <%)/ (2) sin’(x) cos(z) — sin(x) cos'(x)

cos N cos?(x)

"= a(n —1)2" 2

cos?(z) + sin®(z) 1

cos?(z)  cos?(x)’

wobei im zweitletzten Schritt 4.1.8(2) verwendet wurde.
(3): Analoges Argument wie in (2). O

Das nédchste Resultat zeigt wie man die Ableitung einer Vernkniipfung von Funktionen
berechnet.
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SATZ 4.1.11. Seien D, E < R wund sei xqg € D ein Haufungspunkt. Sei f: D — E
eine in xq differenzierbare Funktion so dass yo := f(xo) ein Haufungspunkt von E ist,
und sei g : E — R eine in yy differenzierbare Funktion. Dann ist go f : D — R in
xo differenzierbar und

(g0 ) (w0) = ¢ (f(w0)) f'(x0).
BEWEIS. Nach Satz 4.1.4 seien ¢ : D — R und ¢ : E — R in xy respektive in
yo = f(zo) stetig, so dass
f(x) = f(xo) + ¢(x)(z —x0), x€D
9(w) = 9(wo) + L)y —w), yeE.
Mit y = f(x) und yo = f(zo) erhalten wir

9 (f(2)) = g(f(x0)) + ¢ (f(2))) (f (z) = f(x0)) = g (f(x0)) + ¢ (f(2)) d(2)(x — zo).

Da f in z( differenzierbar ist, ist sie nach Korollar 4.1.5 stetig, somit ist ¢ o f in xg
stetig (Satz 3.5.1) und nach Korollar 3.2.5(1) ist z — ¢ (f(z)) ¢(x) stetig in xg. Somit
ist nach Satz 4.1.4 go f differenzierbar in zy und

(90 f) (z0) =¥ (f(w0)) d(x0) = ¢ (f(x0)) f'(wo).
O

KOROLLAR 4.1.12. Sei f: D — E eine bijektive Funktion, xo € D Hdaufungspunkt;
wir nehmen an f ist in o differenzierbar und f'(xq) # 0; zudem nehmen wir an f=* ist
in yo = f(xg) stetig. Dann ist yo Hiufungspunkt von E, f~1 ist in yo differenzierbar und

i,y
(f ) <y0> - f’(ﬂfo)‘

BEWEIS. Sei (ay),-; eine Folge in D mit

anp #r9 Yn=1 und lim a, = x;.
n—o0

Dann folgt aus der Stetigkeit von f in zq (Korollar 4.1.5), dass
lim f(an) = f(zo0) = 4o

und da f injektiv ist, folgt
f(a'n) 7 Yo Vn = 1a

woraus folgt, dass yo ein Haufungspunkt von FE ist.
Sei nun (Satz 4.1.4) ¢ : D — R in x stetig mit

f(@) = f(z0) = ¢(x) (2 — w0), H(20) = f'(20).

Wir ersetzen = = f~(y), zo = f~'(yo), insbesondere y = f(x), yo = f(xo) und
erhalten:

y—yo=0("®) (/W "W).
Da ¢o f~! in yp stetig ist und ¢ (f (o)) = d(x) = f'(x) # 0 gibt es § > 0 so dass:

Yy e lyo—d,yo + 0[N E: ¢o fT(y) #0.
Also folgt fiir dieselben 3’s:



1
Nach Korollar 3.2.5(2) ist p=TmE definiert auf |yo — 0,90 + I[N E, stetig in yo. Nach
)

Satz 4.1.4 ist also f~! differenzierabr in y, und

BV S S
U 00) = 5000 ~ 3ae) ~ Flae)

]
BEISPIEL 4.1.13. (1) Die Ableitung von In : ]0, +00[ — R ist
1
In'(x) = =.
(r) = 1

Fiir alle z € R gilt:
In (exp(z)) = =.
Wir wenden Satz 4.1.11 auf f(z) = expz und ¢(y) = Iny an und erhalten
durch Ableiten:
In’ (expz)exp’(z) =1 VzeR.

Da nach 4.1.8(1) exp’(z) = exp(z) VzeR folgt

In' (expr)expr =1 VzeR
und da exp : R — ]0, 00 bijektiv ist, folgt:

Vye0,00[: In'(y)-y=1.
(2) Sei a € R; die Ableitung der Funktion
10,0 — R

Tz — z¢

ist azx® !,

Per Definition: 2% = exp (alnz), z > 0. Wir wenden Satz 4.1.11 an auf f(x) =

1
alnz, g(y) = expy und erhalten mit ¢'(y) = expy und f'(z) =a- —,
T

(%) = exp’ (aInz) 2 exp (alnx) ¢
xz x
a

=z2%— =ax
x

(3) (Vergleiche mit Korollar 4.1.12)

f:R— R, z+— 23 ist bijektiv in R differenzierbar. Aber f~! ist in 0 nicht
differenzierbar.

a—1

4.2. Zentrale Sitze iiber die (erste) Ableitung

Informationen iiber die erste Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion, wie zum
Beispiel Vorzeichen und Nullstellen, erlauben iiber das qualitative Verhalten der Funktion
f recht prézise Schliisse zu ziehen. Begriffe wie monoton steigend und fallend haben wir
in 3.1 eingefiihrt. Dazu kommen noch:
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DEFINITION 4.2.1. Sei f: D — R, Dc R und zge D.
(1) f besitzt ein lokales Mazximum in xq falls es § > 0 gibt mit:

f(x) < f(xg) Vze Jrg—0d,20+[n D
2 esttzt ein lokales Minimum in xo falls es 0 > 0 gibt mit:
(2) fb lokales M fall ) gib

f(x) = f(xg) Vze ]rg—0d,20+d[nD

(3) f besitzt ein lokales Extremum in o falls es entweder ein lokales Minimum oder
Maximum von f ist.

D = [a,b]

| | | | | |
g, T sqmd lokale Max%%alstellen und :g?ll, r3 sind lokTaQZe Mz’m’mcgfl?stellen.

SATZ 4.2.2. Sei f :]a,b] — R, zg € |a,b[. Wir nehmen an, f ist in zo differen-
zierbar.

(1) Falls f'(xo) >0 gibt es § >0 mit
f(z) > f(zo) Vae |xg,zo+ [
f(x) < f(xo) Vxe |zg—0,z0[.

(2) Falls f'(xo) <0 gibt es 6 >0 mit
f(x) < f(xo) Vxe |zg,x0+ 9]
f(z) > f(zg) Vae |xg—d,x0].

(3) Falls f in xq ein lokales Extremum besitzt, folgt f'(x¢) =0.

BEWEIS. Zu (1): Sei f(z) = f(xo) + ¢(x)(x — x9) wobei ¢ : ]a,b] — R stetig in
xo ist und ¢(zg) = f'(z9) > 0. Da ¢ in x, stetig ist und ¢(z9) > 0 gibt es 6 > 0 mit
¢(r) >0 VYre |rg— 0,20+ d[. Dann folgt fiir = € |zg,zo + o[ :

flx) = fzo) + ¢(x) (z — x0) > [f(20)
N~ 7
>0 >0

und fiir x € Jxg— 9, x| :

f(@) = fxo) + o(x)(x — 20) < f(x0).
N~
>0 <0
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Zu (2): Beweis analog; alternativ kann man (1) auf —f anwenden.
Zu (3): Falls f in x( ein lokales Extremum besitzt, dann kann wegen (1) und (2) weder
f'(x9) >0 noch f'(xg) <0 gelten, also folgt f'(z9) =0. O

Der néchste Satz lésst sich bildlich wie folgt darstellen:
f'€) =0

SATZ 4.2.3 (Rolle 1690). Sei f : [a,b] — R stetig und in Ja,b[ differenzierbar.
Erfillt sie f(a) = f(b) so gibt es £ € Ja,b] mit

f(€=0.
BEWEIS. Aus dem Min-Max Theorem folgt, dass es u, v in [a,b] gibt mit

fw) < fz) < f(v)  Vae[a,b].

Falls eines der beiden u, v in |a,b[ liegt, nennen wir es {. Dann hat f in £ ein lokales
Extremum und dann folgt aus Satz 4.2.2(3), dass f/(§) = 0 und der Satz ist bewiesen.
Falls aber {u,v} < {a,b} folgt f(u) = f(v) und somit ist f konstant, insbesondere folgt

f€) =0 vee Ja,b. 0

Der folgende Satz ist eine naheliegende Verallgemeinerung des Satzes von Rolle und kann
geometrisch wie folgt dargestellt werden:

f) 1=
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SATZ 4.2.4 (Lagrange 1797). Sei f : [a,b] — R stetig mit f in |a,b] differenzierbar.
Dann gibt es € € |a,b| mit

BEWEIS. Sei

o) = (a0 (LO=LD) 4 4o

die Gleichung der Geraden durch (a, f(a)) und (b, f(b)). Dann ist klar, dass

W) := f(x) — g(z)
die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillen (h(a) = h(b) = 0). Es gibt also ¢ €
Ja,b[ mit
0="r() = f(§)— g8
f(b) — f(a)
b—a

Das folgende Korollar beschreibt, wie angekiindigt, das qualitative Verhalten von f mittels
des Vorzeichens von f’.

KOROLLAR 4.2.5. Seien f,g: [a,b] — R stetig und in |a,b| differenzierbar.
(1) Falls f'(§) =0 Y€ |a,b] ist f konstant.
(2) Falls f'(&) = ¢'(&§) Y€ Ja,b] gibt es ce R mit f(z) =g(x)+c Vxela,b].
(3) Falls f'(§) =0 Ve |a,b] ist f auf [a,b] monoton wachsend.
(4) Falls f'(§) >0 Ve |a,b] ist f auf [a,b] strikt monoton wachsend.
(5) Falls f'(§) <0 Ve |a,b] ist f auf [a,b] monoton fallend.
(6) Falls f'(§) <0 Ve Ja,b] ist f auf [a,b] strikt monoton fallend.
(7) Falls es M >0 gibt mit

@l <M V&€ Ja, b
dann folgt Vxq,xo € [a,b] :
|f(z1) = flz2)| < Mlz1 — o).
BEWEIS. (1): Wende den Satz von Lagrange auf das Intervall [a,x] an, wobei a <
x < b. Dann gibt es € € ]a,z[ mit:
f(x) = fla) = f(§)(z —a) =0

woraus f(x) = f(a) fiir alle x € ]a,b] folgt.

(2): Folgt aus (1) angewendet auf f—g.

(3) und (4): Seien a < 77 < x2 < b. Der Satz von Lagrange angewandt auf [z, 2]
liefert ein £ € |xy, xo[ mit:

Da Vx € Ja,b[: ¢'(x) = folgt der Satz. O

f(@2) = f@1) = [1(E)(w2 — 21)
wobei im Fall f'(§) =0, f(za) = f(z1) folgt und im Fall f'(§) >0, f(xg) > f(z1).
(5) und (6) folgen aus (3) und (4) angewandt auf —f .
(7): Seien a <y <x9 <b und £ € |xy, x5 mit
f@2) = f(a1) = f/(€) (2 — x1).
Dann folgt |f(z2) — f(z1)] < M|xg — 24]. O

BEISPIEL 4.2.6 (trigonometrische Funktionen).
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(1)

arcsin: Da sin’ = cos (4.1.8(2)) und cos(z) > 0 Vz e |-Z,3[ (3.9.3(6))
folgt aus Korollar 4.2.5(4), dass die Sinusfunktion auf [-%,Z] strikt monoton
wachsend ist, also ist

T
n:|——,—|—[-1,1
$n[ 72] [=1.1]

bijektiv. Wir definieren

T
';—L1—ﬁ[—ﬁ—]
arcsin : | ] 55
als die Umkehrfunktion von sin. Nach Korollar 4.1.12 ist sie auf |—1, 1] differen-
zierbar und fiir y =sinz, z e ]—g, g[ folgt nach 4.1.12:
1

- 1
arcsin’(y) = sin’(x) " cosz

Nun beniitzen wir:
y? =sin?z =1 —cos’z

woraus mit cosx > 0 folgt:

cosT = /1 — 1?2

Wir erhalten also Vy e |—1,1]

arcsin’(y) = ———.

(v) 7
arccos: Eine analoge Diskussion wie in (1) zeigt, dass cos : [0,7] — [—1,1]
strikt monoton fallend ist, und [0, 7] auf [—1,1] bijektiv abbildet. Sei:

arccos : [—1,1] — [0, 7]
die Umkehrfunktion. Sie ist auf |—1,1[ differenzierbar und:

—1
arccos'(y) = —  Vye]-1,1].

N

v
arctan: Fiir x ¢ 5 + m - Z hatten wir die Tangensfunktion definiert:

sin x
tanx =
cos T
und in 4.1.10(2) deren Ableitung berechnet:
, 1
tan' x = 5
cos?x
Also ist tan auf ]—7—;, g[ streng monoton wachsend mit
lim tanx = 400, lim tanxz = —c0.
T35 z—>—2+

Also ist tan: |-Z,Z[ — ]—o0, 0] bijektiv. Sei

m™ T
arctan : |—oo, o[ — ]—— —[

272
die Umkehrfunktion. Dann ist arctan differenzierbar und fiir y = tanx:
1
2

tan’(y) = =
arctan’(y) = cos” z 55
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arctan :

(4) arccot: Fir z ¢ m-Z hatten wir die Cotangensfunktion definiert:

cos T
cotx = —
sin
und in 4.1.10(3) deren Ableitung berechnet:
1
cot'(z) = ——
sin® z

Die Cotangensfunktion ist auf ]0,7[ streng monoton fallend und bildet 0,7
bijektiv auf |—oo, 0| ab. Sei:
arccot : |—o0, 00 —> 0, 7|
die Umkehrfunktion. Dann folgt:
1
arccot’(y) = T y € ]—o0,00[.

BEISPIEL 4.2.7 (Hyperbel und Areafunktionen).

Als Hyperbelfunktionen bezeichnet man die Funktionen cosh z, sinhx, tanhz definiert
VreR:

et + e "
coshr = ———
2
et —e”
sinhx =
2
sinh z e —e®
tanhx = = )
coshz e*+e®
Es gilt offensichtlich:
ef —e”®
cosh’(z) = 5 = sinh x
. et +e "
sinh’(z) = 5 = coshx



Offensichtlich gilt coshz > 1 Va € R, sinhz > 0 Vx € ]0,4o0[, sinh(0) = 0.

Daraus folgt: cosh ist auf [0, oo[ strikt monoton wachsend, cosh(0) = 1 und 1151_1 coshz =
T—+00

+0o0. Also ist
cosh : [0,00[ — [1, 0]
bijektiv. Deren Umkehrfunktion wird mit
arcosh : [1,00[ — [0, o[
bezeichnet. Unter Beniitzung von
cosh?(z) —sinh*(z) =1 VrzeR

folgt:
1
arcosh’(y) = ———  Vy e ]l,+o0].
vyt -1
Analog zeigt man, dass:
sinh: R — R

streng monoton wachsend und bijektiv ist. Dessen Umkehrfunktion wird mit
arsinh : R — R

bezeichnet und es gilt:
1

arsinh’(y) = —  VyeR.
1+ y?
Fiir tanh(x) folgt:
1
tanh'(z) = ——— > 0.
anh () cosh? ()

Also ist tanh auf R streng monoton wachsend und man zeigt, dass
lim tanh(z) =1,

T—+00

lim tanh(z) = —1.

Tr——00

Die Funktion tanh: R — ]—1,1[ ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion wird mit
artanh : |[-1,1] — R
bezeichnet. Es gilt dann:

artanh’(y) = Vy e ]-1,1].

ANWENDUNG 4.2.8. Die Abbildung
[0, 27 — R?
t +—— (cost,sint)
ist eine Bijektion von [0, 27| nach
K={(z,y) eR*: 2* +y* = 1}.

Wir iiberlassen dies als iibung mit folgendem Hinweis: unter Beniitzung der Identitéiten
in 3.9.3 (2), (3), (4) geniigt es zu zeigen, dass

[Ojg[_%(x,y)eK: 0<x<1l,0<y<1}
t +—— (cost,sint)
bijektiv ist.
86



Ein effizientes Hilfsmittel zur Berechnung von Grenzwerten ist die Regel von 1'Hospital.

Sie stiitzt sich auf eine einfache Verallgemeinerung des Satzen von Lagrange, die wir nun
behandeln.

SATZ 4.2.9 (Cauchy). Seien f,g: [a,b] — R stetig und in a,b| differenzierbar.
Dann gibt es & € |a,b] mit
g'(&) (f(b) = fla)) = f'(€) (9(b) — g(a)).
Falls ¢'(x) #0 Vx € ]a,b| folgt
g(a) # g(b)

£0) - f(@) _ £1(©)

9(b) =g(a)  ¢'(¢)
Beachte: Man erhélt den Satz von Lagrange mit g(z) = z.

und

BEWEIS. Wende den Satz von Rolle auf

Fx) = f(x) (9(b) = g(a)) — g(x) (f(b) = f(a))

an:

und

F(b) = f(b) (9(b) — g(a)) — g(b) (f (b) — f(a)) = —f(b)g(a) + g(b) f(a) = F(a).

Nach Rolle gibt es £ € Ja,b[ mit F'(§) = 0. Dies beweist die erste Aussage.
Die zweite Aussage folgt aus dem Satz von Rolle, denn falls ¢'(z) #0 Vz € ]a,b[ kann
nach Rolle ¢(b) = g(a) nicht gelten. O

SATZ 4.2.10 (I'Hospital 1696* , Johann Bernoulli 1691/92).
Seien f,g: la,b] — R differenzierbar mit ¢'(z) #0 VYx € |a,b|.
Falls

lim f(z) =0, lim g(z) =0

T—b— x—b—
/
lim f'(z)
z—b- ¢'(x)

lim M = lim f/(x)
a=b- g(x)  e—b g'(2)

und

existiert, folgt

%Guillaume-Francois-Antoine de I’'Hospital, Marquis de Sainte-Mesme et du Montellier, Comte d’Entre-
mont, Seigneur d’Oucques

BEWEIS. Fiir die Begriffe von rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwerten verweisen
wir auf Abschnitt 3.10.
Sei € >0 und 0 > 0 so dass:

/()
g'(x)
Seien b—0 <u < v < b, und fiir diese u und v sei £ € |u,v[ wie im Satz von Cauchy:
) = f) Q)
g(u) —g(v)  g(&)
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Dann folgt:

HOES (ORI

g(u) = g(v) g'(€)

Da diese Ungleichung insbesondere fiir alle v € |u, b| gilt, folgt aus
lim f(z) =0 und 1ir£1_ g(x) =0

—/\‘<5.

r—b—
dass
‘_f(u) — )\‘ <e¢
g(u)
und somit
lim M =\
u=b- g(u)

BEMERKUNG 4.2.11. Der Satz gilt auch

e falls b=+
o falls A\ = 4+

o falls © —»a™.
BEISPIEL 4.2.12. (1) Fiir a > 0 folgt aus 4.1.13 (1), (2) und I’'Hospital:
1 : 1
lim —— — lim (x)l ~ lim — = 0.
z—w0 ¢ x—0 qre— x—0 qr®
2) 1
1 ES
lim z-Inz = lim g = lim —%- = lim (—x) = 0.
z—0t z—0t (;) z—0+ -2 z—0t

Im néchsten Abschnitt werden wir Ableitungen héherer Ordnung im Allgemeinen ein-
fiihren. Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Diskussion iiber Konvexitdt und deren
Zusammenhang mit zweiter Ableitung beenden.
Sei I < R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.
DEFINITION 4.2.13. (1) [ ist konvex (auf I) falls fir alle © <y, z,yel und
Ae[0,1]
fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =A)f(y)
qgilt.
(2) f ist streng konvex falls fir alle x <y, z,yel und \e ]0,1],

fQz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1= A)[f(y)




BEMERKUNG 4.2.14. Sei f: I — R konvex. Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt,

dass fir alle n>1, {zy,...,z,} < und Aq,..., A\, in [0,1] mit 2&21,

=1

(ZA%) < ” Aif(x5).

LEMMA 4.2.15. Sei f: I — R eine beliebige Funktion. Die Funktion f ist genau
dann konvex, falls fiir alle zo <2z < in [

(+) f(@) = f(xo) < f(x1) — f(2)

T — Xo B r1 —
gilt.

Sie ist genau dann streng konvex, falls in (*) strikte Ungleichheit gilt.

BEWEIS. Sei z = (1 — A)xg + Azp, also A\ = Tt
Tr1 — 2o
Dann ist
ry — X r — 2o
) = (225 ) st + (222 ) )
S~ - S~ 7
(1—=2X) A

aquivalent zu:

Zo T T

Mittels der Bemerkung x; — 29 = (z7 — x) + (x — xo) ist dies wiederum &quivalent zu:

_.I_
(1 — ) (f(2) = f(20)) < (= 20) (f (21) — f(2))

also
f@) ~ ) _ fler) ~ f()
r—xy . m-x
Die Aussage betreffend strenge Konvexitét folgt aus dem selben Argument. O

Aus dem Satz von Lagrange erhalten wir relativ leicht:

SATZ 4.2.16. Sei f: Ja,b] — R in |a,b| differenzierbar. Die Funktion f ist genau
dann (streng) konvez, falls f' (streng) monoton wachsend ist.
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BEWEIS. Wir beschrinken uns darauf, eine Implikation zu beweisen. Wir nehmen an,
dass f monoton wéchst. Seien xy < x < x1; dann gibt es nach dem Satz von Lagrange
€€ |xo,z[ und ne |z, z1[ mit

x)— f(x x1) — f(x
T — Xo 1 — T
Da nun & <n folgt f/(£) < f'(n) und somit
f(@) = flwo) < f(z1) = f(z)

~
T — X T — T

= f'(n).

Die Konvexitit folgt dann aus Lemma 4.2.15. Strenge Konvexitét folgt mit dem selben
Argument aus der strengen Monotonie von f. O

Sei f: Ja,b] — R. Falls f in ]a,b[ differenzierbar ist und ihre Ableitung f’ wiederum
in Ja,b[ differenzierbar ist, bezeichnet f” (oder f*) die Funktion (f’)". Die Funktion f”
nennt sich die zweite Ableitung von f und f ist zweimal differenzierbar in |a, b .

KOROLLAR 4.2.17. Sei f: Ja,b] — R zweimal differenzierbar in ]a,b| .
Die Funktion f ist (streng) konvez, falls f” =0 (bzw. f” > 0) auf |a,b[.

BEWEIS. Folgt unmittelbar aus Satz 4.2.16 und Korollar 4.2.5. U
BEISPIEL 4.2.18. Fiir alle n > 1 und xy,...,2, in ]0,00[ gilt
T+ -+ Ty
o Ty Ty < —
n
Wir betrachten f(z) = —Inz, dann ist
, 1
f(z) = -
und q
f(z) = 3 L€ 10, 00 .
1
Folglich ist f konvex und aus Bemerkung 4.2.14 mit / = ]0,00[ und A\ =+ =\, = —
n
folgt:

1 < o1 1
—1 — i < —Inx; = ——1 T,
n<n2x> 2 ~lnz nn(xl Tp)

i=1 i=1
Die Ungleichung 4.2.18 folgt dann aus der Tatsache, dass die Exponentialfunktion mono-
ton wachst.

4.3. Hohere Ableitungen

Sei D < R so dass jedes xg € D Haufungspunkt der Menge D ist. Sei f: D — R
differenzierbar in D und f’ ihre Ableitung; wir setzen f0) = f’.
DEFINITION 4.3.1. (1) Fir n > 2 ist f n-mal differenzierbar in D falls
fo=Y in D differenzierbar ist. Dann ist f™ = (f("_l))/ und nennt sich die
n-te Ableitung von f.
(2) Die Funktion f ist n-mal stetig differenzierbar in D, falls sie n-mal diffe-
renzierbar ist und falls £ in D stetig ist.
(3) Die Funktion f ist in D glatt, falls sie ¥Yn = 1, n-mal differenzierbar ist.

BEMERKUNG 4.3.2. Es folgt aus Korollar 4.1.5, dass fiir n > 1, eine n-mal differen-
zierbare Funktion (n — 1)-mal stetig differenzierbar ist.
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Analog zu Satz 4.1.9 haben wir:

SATZ 4.3.3. Sei D < R wie in Def. /.31, n =2 1 und f,g : D — R n-mal
differenzierbar in D.
(1) f+ g ist n-mal differenzierbar und

(F+9)™ = £ +¢™.
(2) f-g ist n-mal differenzierbar und

(f-9)™ = Zn] (Z) D=,

k=0

BEWEIs. (1): Einfache Induktion unter Beniitzung von 4.1.9(1).
(2): Durch Induktion: Fiir n = 1 gilt es nach 4.1.9(2). Sei n > 2, wir nehmen an, die

Formel gilt fiir n — 1. Dann folgt

(f-9)™ = <(f _ g><n—1>>/ _ (7121 (” J— 1) £0) _g<nlj>>/

7=0

( ) f(J+1 (n—1-j) +f(]) (n— ])]

-1

3

i=0

n 1 (n— n—1 n—1 ; i
2( 1)f<k k>+2( j )fmg( )

k=1 j=0

oSG (L

Fir 1 <k <n-—1 berechnen wir:

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
<k—1>+< 2 )Z(k—l)!(n—k) R —
_ (n—l)!k+(n—1)(n—k)
El(n — k)! kl(n — k)!

(n—Dln—Fk+k)

.

kl(n — k)!
_ n! _(n
T k(n—k) \k
und die Formel ist bewiesen. O
BEISPIEL 4.3.4. (1) Die Funktionen exp, sin, cos, sinh, cosh, tanh sind glatt auf
ganz R.
(2) Polynome sind auf ganz R glatt.
(3) In: ]0,+00[ — R ist glatt;
1
(In)' () = — =27, (In)"(x) = (-1)a~,
x
™) = (=1)" " (n=1Dlz™, n=1



SATZ 4.3.5. Set D < R wie in Def. 4.53.1, n > 1 und f,g : D — R n-mal

differenzierbar in D.

Falls g(z) #0 VYze D, ist / in D n-mal differenzierbar.
9

BEWEIS. Einfache Induktion iiber n. Der Fall n =1 folgt aus Satz 4.1.9(3). O

Analog erhalten wir auch fiir die Verkniipfung:

SATZ 4.3.6. Seien E,D < R Teilmengen fir die jeder Punkt Hiufungspunkt ist.
Seien f: D — FE und g: F — R n-mal differenzierbar. Dann ist g o f n-mal
differenzierbar, und

(g0 H™ (@) = Y, Anr(@) (9% o f) (2)

wobei A, ein Polynom in den Funktionen f',f® ... f0+1=k) s,

Wir lassen den Beweis als ibung: Es ist ein einfacher Induktionsbeweis. Es gibt auch
explizite Formeln fiir A, ;, diese sind aber schwieriger zu beweisen. Hier als Beispiel die
drei ersten Ableitungen von go f:

(gof) =(gof)f
(go )P = (9@ of)<> (g'of)f@)

(g0 /)P = (gD f) () +3 (g% 0 f) f1P + (g 0 f) 1O
BEISPIEL 4.3.7. (1) tan ist auf R~ {g +kr: ke Z} glatt, sowie cot auf R~
{km: keZ}.

(2) Fiir alle a € R ist
10,0l — R, & > a°
glatt.
(3) Die inversen trigonometrischen Funktionen
arcsin: |—1,1[ — R, arctan: R — R

arccos : |—1,1[ — R, arccot: R — R
sind alle glatt.

Zum Beispiel im Fall von arcsin wissen wir, dass die Funktion auf |—1,1[ differenzierbar

ist mit Ableitung:
1
arcsin’(r) = ———— 4.2.6(1
Bemerke nun, dass
1

—1,1 —>R, _—
1-1,1] x T

die Verkniipfung folgender glatter Funktionen ist:

|-1,1 — ]0, 1], 10,1 — ]0, 17, 10,1 — R
1
T '—>1—;L‘27 T r—>ﬁ7 T +—> —
x
und somit ist arcsin’ glatt.
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4.4. Potenzreihen und Taylor Approximation

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass, grob gesagt, konvergente Potenzreihen glatte Funk-
tionen ergeben. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht und wird durch eine schwéchere

Aussage (Taylor Approximation) ersetzt.

SATZ 4.4.1. Seien f, : |a,b] — R eine Funktionenfolge wobei f, einmal in ]a,b|

stetig differenzierbar ist ¥n = 1. Wir nehmen an, dass sowohl die Folge (f,),~, wie

(fr)ns1 gleichmissig in Ja,b] konvergieren (siehe Def. 3.7.5) mit nh_IEO fo = f und

lim f) =:p.

n—00

Dann ist f stetig differenzierbar und f' =p.

BEWEIS. Nach Satz 3.7.4 sind f und p stetig. Es bleibt also nur f’ = p zu beweisen.

Sei xg € |a,b[.Sei e >0 und § > 0 so dass |zg— 9,29 + [ < |a,b] und
(*) Ip(z) —p(xo)| <e  Vaelwg— 0,20+ 0.
Sei N > 1 so dass:

(x+) /2@ =Pl <e  Vn=N, VEe]a, b

Sei nun x € |xg— 6,20+ 6, x # xo. Nach Lagrange gibt es &, € |rg — d,z9 + J[ mit

fn(x) — fu(o)

T — 7 = frlz(gn)
Fir n > N folgt aus (x*):
WD = Jolo) e ) < 2
r — X
und aus (*), dass
fnl@) = Jn(@o) _ p(zo)| < 2¢.
T — X

In dieser letzten Ungleichung kénnen wir zum lim {ibergehen und erhalten
n—ao

’f(f) — f(@o)

T — X

—p(xg)| <2 Yxe|ryg—0d,20+ 9.

Dies zeigt, dass

g

Mittels Satz 4.4.1 erhalten wir folgende fundamentale Eigenschaft von Funktionen, die

sich als Potenzreihen darstellen lassen:
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SATZ 4.4.2. Sei Z ca®  eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius p > 0

k=0
(siehe 3.7.10, 3.7.11). Dann ist

e}
Z o (x — xo
k=0

auf |xg — p,xo + p| differenzierbar und

0
— Z ke (x — x0)"!
k=1

fiir alle x € |xg — p,x0 + p[ -
Durch wiederholte Anwendung von Satz 4.4.2 erhalten wir:
KOROLLAR 4.4.3. Unter der Voraussetzung von Satz 4.4.1 ist f auf |xo — p,x0 + p[
glatt und .
=2

k—j

x—xo)

Insbesondere ist

Beweis vom Satz. Wir konnen zy = 0 annehmen. Sei

n
x) = Z cpa®
k=0

und 0 <r < p. Nach Satz 3.7.11 konvergiert (f,),-, auf [—r,r] gleichméssig gegen f.
Nun ist

ket

fulz) =

M=

el
Il
—_

Da nach Beispiel 2.2.5

lim sup v/ k|cx| = hm \Fhmsup v lek| =1+ hmsup varey

k—o0

gilt, folgt dass die Reihe

o8]
Z kepah™

selben Konvergenzradius p hat.
Nach Satz 3.7.11 konvergiert (f),-, auf [—r,r] gleichmissig gegen p. Aus Satz 4.4.1
angewandt auf |—r,r[ folgt, dass f stetig differenzierbar ist und

0 ¢]
= Z kepa™™t Yxe]-p,pl.

g

Aus Korollar 4.4.3 folgt, dass falls eine glatte Funktion f in einem Intervall |—p, p[

Summe einer Potenzreihe
o0

> et

k=0
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mit Konvergenzradius p ist, so folgt
f(0)
ko

Dass nicht jede glatte Funktion Summe einer Potenzreihe ist, folgt aus dem folgenden
Beispiel:

C =

BEISPIEL 4.4.4 (Cauchy 1823).

few(3) aso
f(x)_{ 0 z=0.

Diese Funktion ist auf ganz R glatt und f®(0) =0 Vk=>0.

Da andererseits f(z) >0 Vx # 0, gibt es keine Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
radius p, die in |—p, p[ gegen f konvergiert.

Aus Satz 4.3.6 folgt, dass Vk =0

f®(z) = P, <i> exp <;—21> Vo # 0

wobei Py, ein Polynom ist.
Unter Beniitzung von:

1 -1
lim — exp <—> =0 VYm=0
x

z—0 ™

folgt rekursiv mit der Annahme f*)(0) = 0:

FED(0) = lim f®) (x) — f#F(0) . £ (2)

x—0 €x x—0 €x

= 0.

Glatte Funktionen lassen sich aber durch Polynome wie folgt approximieren.

SATZ 4.4.5. Sei f:[a,b] — R stetig und in |a,b] (n+ 1)-mal differenzierbar. Fiir
jedes a <x <b gibt es € € |a,x[ mit:

n (g . o
f(a:):kaﬂ( )(x—a) +]ZnTl(§!)(x—a) :

BEWEIS. Der Beweis folgt einer Idee von Cauchy. Seien

n )y .
Ra(e) i= 1) = S LW ()

k!
und
B (._'E a)nJrl
(@) =
Dann gilt: R,(a) =0, R.(a)=0, ..., Ry (a)=0undS,(a) =0, S,(a)=0, ...,
S (a) =0.

Satz 4.2.9 angewendet auf f = R, und ¢ = S, ergibt

R, () _ R, (r) — Ry(a) _ R, (&)
Sn() Sn(z) — Sn(a) Sh(&)
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fir ein & € Ja, x| .
Wir kénnen jetzt weiterfahren und Satz 4.2.9 auf f = R/, und ¢ = S/, anwenden und
erhalten

Ri(&) _ Ry(&) — Ru(a) _ RP(&)
Sp&)  Sp&) = Sia) P (g,)

fir ein & € Ja, & .
Wir konnen diesen Prozess iterieren und erhalten

Ru(z) _ RYV(600)
Su(®) SV (urn)

fir ein &,41 € Ja,z[.
Nun ist Sﬁnﬂ)(w) =1 und R%nﬂ)(x) = f+)(2) woraus mit & := &, folgt:
Ry () = Sp(x) f"D(€),

und der Satz ist bewiesen. O

KOROLLAR 4.4.6 (Taylor Approximation).
Sei f:[c,d] — R stetig und in |c,d[ (n+ 1)-mal differenzierbar. Sei ¢ < a <d. Fir
alle z € [c,d] gibt es & zwischen x und a so dass
N )y (n+1)
o= NP o+ T e
Anhand dieses Korollars konnen wir eine prazisere Aussage iiber lokale Extremalstellen
einer (n + 1)-mal differenzierbaren Funktion machen.
KOROLLAR 4.4.7. Sei n >0, a<zy<b und f:[a,b] — R in ]a,b[ (n+1)-mal
stetig differenzierbar.
Annahme: f'(zo) = fP(xg) = -+ = f™(z9) =0.
(1) Falls n gerade ist und xo lokale Extremalstelle, folgt f™+1)(zg) = 0.
(2) Falls n ungerade ist und f™+Y(xz0) > 0 so ist o eine strikte lokale Minimalstelle.
(8) Fallsn ungerade ist und "V (x0) < 0 so ist 2o eine strikte lokale Mazimalstelle.

BEWEIS. Nach Korollar 4.4.6 gibt es fiir alle « € ]a,b[ ein & zwischen x und z( mit

(ZE . :L,())n-i-l

f(z) = f(zo) + f("+1)(§)m
(1): Fiir « # o folgt
f@) = flao) _ o)
(z—z)"™ (n+ 1)1
Aus der Stetigkeit von f"*Y folgt insbesondere:

lim f(-T) - fgfr(i) _ f(n+1)<l’0)

xﬁma’ (ZL‘ — l’o)

und

lim —f(x) — J;Efi) = f(n+1)(96’0).

Da z( lokale Extremalstelle fiir f ist und n + 1 ungerade, folgt dass lim und lim

ToTy ($ — Xy

entgegengesetzte Vorzeichen haben, woraus f™+1)(x0) = 0 folgt.
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(2): Sei n ungerade und f™*Y(zy) > 0. Aus der Stetigkeit von f*1 folgt die Existenz
von 0 > 0 mit

fOE) >0 VEe]wg— 6,20+ 0.
Fir x € |zg — d, 20 + 0] und £ wie oben folgt

f(x) = f(zo) + f"V(€)

Da n + 1 gerade ist, folgt nun
Vo elrg— 0,20 + 9], z#z0: f(x)> f(xo).
(3): Beweis analog. O

(33' - xo)nJrl

(n+1)!

Wir wollen hier einen oft angewendeten Spezialfall von Korollar 4.4.7 hervorheben:

KOROLLAR 4.4.8. Sei f : [a,b] — R stetig und in |a,b[ zweimal stetig differenzier-
bar. Sei a < xg <b. Annahme: f'(z9) =0.

(1) Falls f®(xg) >0 ist xg strikte lokale Minimalstelle.
(2) Falls f®(x¢) <0 ist zy strikte lokale Mazimalstelle.

BEISPIEL 4.4.9. Sei f(z) = 2* — 2% + 1. Wir bestimmen die lokalen Extremalstellen
von f. Sei xzy eine solche; dann folgt nach Satz 4.2.2(3):

f,(l'()) = 07
das heisst
4oy — 29 = 0.

1 1
Also gilt zg € {——,O, —} Nun ist f®(z) = 1222 — 2;

V2 N2
@ (_\/%> e <\/L§) —4>0
f@0)=-2<0.

Also sind —\/Lﬁ und 7 strikte lokale Minimalstellen, und 0 strikte lokale Maximalstelle.
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KAPITEL 5

Das Riemann Integral

Die Integralrechnung ist viel &lter als die Differentialrechnung; die Berechnung von
Flacheninhalten, Volumina etc. haben Mathematiker wie Archimedes (287 - 212 v. Chr.),
Kepler (1571 - 1630), Cavalieri (1598 - 1647), Fermat (1607 - 1665) und weitere be-
schaftigt. Der entscheidende Durchbruch ist Newton, Leibniz und Johann Bernoulli zu
verdanken: Sie zeigten unabhéngig, dass die Operation der Integration die Umkehrung
der Operation der Ableitung ist.

5.1. Definition und Integrabilitatskriterien

In diesem Kapitel sind a < b reelle Zahlen und I = [a, b].

DEFINITION 5.1.1. Fine Partition von I ist eine endliche Teilmenge P < [a, b] wobei
{a,b} < P.

Offensichtlich gilt

n:=cardP—-1>1
und es gibt genau eine Bijektion

{0,1,2,...,n} — P

J > x

mit der Eigenschaft i < j — x; <uz;.

Eine Partition P’ ist eine Verfeinerung von P falls P < P’. Offensichtlich ist die Verei-
nigung P, u P, zweier Partitionen wieder eine Partition, insbesondere haben zwei Par-
titionen immer eine gemeinsame Verfeinerung.

Sei nun f : [a,0] — R eine beschrénkte Funktion (siehe Def. 3.1.1(3)), das heisst es
gibt M >0 mit |f(z)|]<M Vzxela,b].
Sei auch P = {xg,z1,...,z,} eine Partition von /. Insbesondere gilt

To=a<z;<---<x,=0>0

Wir bezeichnen mit 6; := x; —x;_;, @ > 1, die Lénge des Teilintervalls [z;_1,z;] .
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(2) Fiir beliebige Partitionen Pj, P gilt:
s(f, 1) < S5(f, P).

BEWEIS. (1): Sei P = {zg,z1,...,2,} und P’ eine Verfeinerung von P die durch
hinzufiigen eines Punktes y zu P entsteht. Sei y € |x;_1, 4] .
Dann ist

s(LP)=D.6if+ (y—aia) inf  f(z)+ (x—y) inf f(x).

— Ti—1<TKY YSTET;
J#i

Nun gilt aber:
inf f(o)> i @)= f

T;—1STLY T;—1STET;
inf < inf _ s
Jnf f (2) > ~inf_ f(z)=fi

woraus folgt:

s(f, P) = Y 0if + (y— i) fi + (@i —y) fi = s(f, P).
J#i ~ ~~ -
(i — i) fi = 6if;
Eine allgemeine Verfeinerung P’ von P lésst sich als sukzessive ein-Punkt-Verfeinerungen
von P ausgehend darstellen. Die Ungleichung S(f, P') < S(f, P) wird analog bewiesen;
die Ungleichung s(f, P') < S(f, P’) ist vor Lemma 5.1.2 schon bemerkt worden.
(2): Da P, U P, eine Verfeinerung von P ist, folgt aus (1):

S(f,Pl)SS(f,PlkJPg)<S<f,P1UP2)<S(f,P2).

Sei nun P(I) die Menge der Partitionen von I. Wir definieren:

s(f) = sup s(f,P)

PeP(I)

S(f) = inf S(f,P).

Pe?P(I)
Aus Lemma 5.1.2(2) folgt s(f) < S(f).

DEFINITION 5.1.3. Eine beschrinkte Funktion f :[a,b] — R ist Riemann inte-
grierbar (oder kurz: integrierbar), falls

s(f) = 5(f).

In diesem Fall bezeichnen wir den gemeinsamen Wert von s(f) und S(f) mit

Lb f(z) da.

SATZ 5.1.4. Fine beschrinkte Funktion ist genau dann integrierbar, falls
Ve>0 3PeP(I) mit S(f,P)—s(f,P)<e.

BEWEIS. Die Funktion f ist genau dann integrierbar, falls Ve > 0 3P, P, Partitionen,
so dass

S(f,P) —s(f,P) <e.
In diesem Fall folgt mit P = P, u P, aus
S(f.P2) = S(f, P) = s(f,P) = s(f. 1)
S(f,P)—s(f,P)<e.
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Die Umkehrung ist klar. U
BEISPIEL 5.1.5. f(z) =z, auf [a,b]:

1 I T T T I I
rrrrrrrrini
a b
. . . ) b—a
Sei P,={a+i-h:0<i<n} wobei h= )
n
Dann ist
b—a ,
sz 1\ Ty — Tj— 1): n ;(CL—F(Z—l)h)
_b—-a nn—1) (b—a)® (n—1
= ‘{na—kh-T}—(b—a)a—i— 5 -
und ,
= b—a n+1
Z lez(b—a)a—i—( 2)(71)
Also gilt
b2 — a?
lim S(f, P,) = lim s(f, P,)
n—oo 2 n—oo

Also ist f integrierbar und

2
—a

[ 5

BEISPIEL 5.1.6. Sei f:[0,1] — R definiert durch
{1 x rational

0 x irrational.

fz) =

Da jedes Intervall positiver Lénge sowohl rationale wie irrationale Zahlen enthalt, folgt

s(f,P)=0 und S(f,P)=1 VPe®(I). Also ist f nicht integrierbar.
BEISPIEL 5.1.7. Sei f:[0,1] — R definiert durch

0 x irrational oder z = 0
-]

% T = ’a’, p, ¢ natiirliche Zahlen, teilerfremd.

Es ist eine interessante ibung zu zeigen, dass f integrierbar ist und f flx)dz =0.
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Folgendes Integrabilitétskriterium fithrt zu einer Charakterisierung des Integrals als Grenz-
wert und Integrierbarkeit als Existenz dieses Grenzwertes.

SATZ 5.1.8 (Du Bois-Reymond 1875, Darboux 1875).
Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, falls Ve >0 30 >
0 so dass

VP e Ps(I), S(f,P)—s(f,P)<e.
Hier bezeichnet Ps5(I) die Menge der Partitionen P fiir welche max d; <.

1<i<n
BEWEIS. Sei f beschrankt mit
lf(x)| <M  Vxela,b]
und integrierbar. Sei € > 0 und P eine Partition mit
S(f,P)—s(f,P) <e.
Sei @ = {yo,...,ym} eine beliebige Partition mit max (y; — y;—1) < J. Aus

1<i<m
S(f,P)=zS5(f,PuQ)=s(f,Pu@)=s(fP)
folgt:
S(faqu)_S<f7PUQ) <€

Sei P = {xg,x1,...,2,}. Die Obersumme S(f,Q) (= S(f,P u Q)) unterscheidet sich
von S(f,Pu @) nurin den Intervallen [y;_1,y;] fir welche

lic1, il n P # .

Falls wir 9 < 1r<m§ (x; — x;_1) wihlen, dann enthélt solch ein |y;_1,y;[ genauein x, € P.
YA

Dann ist

(yi —yic1) sup f(x) = (i — xx) + (xx — yi—1)) sup f(x).
[yi—1,y:] [yi—1,y:]

Nun schétzen wir ab:
sup f(z) < sup f(z)+2M

[yi—1,y:] [yi—1,7k]
sup f(z) < sup f(x)+2M.
[yi—1,yi] [zr,yi]
Also:
(yi —yi-1) sup f(x) < (yi —ax) sup f(x) + (v —yic1) sup f(x) + (Y — yio1) 2M.
[yi—1,yi] EPET [yi—1,2k]

Da es hochstens (n — 1) Intervalle mit

i,y " P # &

gibt, folgt:
S(f,Q) < S(f,PuQ)+2Mné.

Ein analoges Argument zeigt:

s(f,PuQ) <s(f,Q)+2Mnd

woraus mit
S(faqu)_S<f7PUQ)<€7

S(faQ)_S(va) <&+ 4Mno
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AMn’ 1<i<n

folgt. Falls also 0 < min {% min (z; — 9011)} folgt

S(f,@)*S(f,Q)<2€,

und der Satz ist bewiesen. O

In der Folge ist es zweckmissig fiir eine Partition P = {xg,...,z,} die Zahl

d(P) = max (z; — x;_1)

1<i<n
einzufiihren.
Sei P eine Partition und zudem wéhlen wir &;,...,&,:
§i€lwi,ai], 1<i<n

Dann ist .
0= > (&)
i=1

eine Riemannsche Summe.

KOROLLAR 5.1.9. Die beschrinkte Funktion f : [a,b] — R st genau dann inte-
grierbar mit A := SZ f(x) dzx falls:
Ve >0 30 > 0 so dass VP € P(I) Partition mit §(P) < § wund &,...,& mit
& € [zic1, ], P={xo,...,2Zn},

n

A=Y (&) (zi — zim1)| < e

i=1

BEWEIS. Den Beweis {iberlassen wir als iibung. O

5.2. Integrierbare Funktionen

Bis jetzt haben wir gesehen, dass konstante Funktionen sowie die Funktion f(z) =z
auf jedem kompakten Intervall integrierbar sind. Mit folgendem Satz vergrossern wir
unseren Vorrat an integrierbaren Funktionen.

SATZ 5.2.1. Seien f,g:[a,b] — R beschrankt, integrierbar und X\ € R.. Dann sind
f+ga A f7 f 9, |f|’ max(f,g), mln(fag) und g (falls |g(ZL’)| = 6 >0 Vz € [a’ab]>

integrierbar.

BEMERKUNG 5.2.2. Sei ¢ : [¢,d] — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist

(%) sup [p(x) = ¢(y)| = sup ¢(x) — inf (z).
z,y€[c,d] z€[c,d] z€[c,d]

Einerseits gilt offensichtlich Vz,y € [c,d]:

¢(x) <supop,  ¢(y) = inf ¢
[e,d] [e.d]

also

P(z) — ¢(y) < sup¢ — [mdf] ¢

[c.d]
woraus durch vertauschen von x,y folgt:
|6(x) = ¢(y)| < sup ¢ — inf 6.
[e,d] [e.d]
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Andererseits, sei € > 0. Dann gibt es £ € [¢,d] und 7 € [¢,d] mit:

o) >supp—e und ¢(n) < inf ¢+ ¢
le,d] [e.d]

Wworaus

¢(§) — ¢(n) > sup¢ — inf ¢ — 2e

[e,d] [e.d]

folgt. Dies zeigt die Aussage (*).

Beweis von Satz 5.2.1. Sei ¢ >0 und P;, P, Partitionen mit
S(f,Pl)—S<f,P1) <E§,
S(g,PQ)—S<g,P2) < E.
Mit P = P, u P, folgt also
S(f7p)—8<f,P> <E§,
S(g7p) _S<g7P) <Eé&.
SeiP:{{EO7I'1,...,{En}, 5i:mi_'ri—17 E: sup f7 f’L: inf ]f7 G’L: sup g,

[zi—1,24] [wi-1.2i

gi= inf g¢g.

[zi—1,2:]

(1): Sei h(z) = f(x) + g(x). Dann folgt fiir alle x,y € [a,b]:

[h(x) = h(y)| < |f(x) = f(2)| + [g(z) — g(y)].
Mit H; = sup h, h;= inf h folgt dann aus Bemerkung 5.2.2:

[zi—1,:] [zi—1,m4]
Hi—hi <5 — fi+ Gi — gi.
Also

n n n

. (Hi_hi)5i<Z(Fi—fi)5i+2(Gi—gi)5u

i=1 i=1 i=1
S(f+9,P)=s(f+9,P) <S(f,P) = s(f,P) + 5(9,P) = s(g, P) < 2¢.
Daraus folgt, dass f + ¢ integrierbar ist.
(2): h = A- f: Wird als {ibung tiberlassen.
(3): h=f-g: Vx,ye|a,b] gilt
|h(x) = h(y)| < |f(2)llg(z) —g(m)| + lgW)I[f(x) = W)l
Sei M > 0 mit
[f@) <M, [g(y)l<M  Va,yela,b].
Dann folgt
h(x) = h(y)| < Mlg(x) — g(y)| + M[f(x) = f(y)].
Mit H; = sup h, h;= inf h folgt dann wieder aus Bemerkung 5.2.2:

[2i—1,2:] [zi—1,2i]
H; —hi < M (G; — g;) + M (F; — f)
Also
S(fg,P)—S(fg,P) §M(S(Q,P)—S(g,P))+M(S(f,P)—S(f7P)) < 2Me.

(4): h = |f|: iibung.
(5): max(f,g) und min(f,g) folgen aus aus (1) und (4).
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1
(6): Es geniigt (nach (2)) zu zeigen, dass h(r) = —— integrierbar ist, sofern
g(z

lg(x)| = B >0 Vxela,b].Firalle x,y € [a,b] gilt:

l9(z) —g9()| _ lg(z) — g(y)|
|h(z) = h(y)| = <
l9(=)llg(y) B
woraus die Integrabilitdt von A leicht folgt. O

Aus Satz 5.2.1 folgt dann:

KOROLLAR 5.2.3. Seien P, @ Polynome und [a,b| ein Intervall in dem Q keine Null-
stelle besitzt. Dann ist

[a,0] — R
. P@
Q(z)

integrierbar.

Wir werden jetzt zeigen, dass auf einem kompakten Intervall eine stetige Funktion immer
integrierbar ist. Dies beruht auf einer wesentlichen Eigenschaft, ndmlich gleichméssige
Stetigkeit.

DEFINITION 5.2.4. Eine Funktion f : D — R, D < R st in D gleichméissig
stetig, falls Ve >0 30 >0 Vx,ye D:

[z -yl <o = [f(x) = fly)l <e

BEISPIEL 5.2.5. Die Funktion f : R — R, z —— 2% ist auf R stetig aber nicht
gleichmassig stetig.

SATZ 5.2.6 (Heine 1872). Sei f : [a,b] — R stetig in dem kompakten Intervall
[a,b] . Dann ist f in [a,b] gleichmdssig stetig.

BEWEIS. Ansonsten gibt es ¢ > 0 so dass VJ, = %, gibt es x,, y, in [a,b] mit
[Tn — Yn| < % und | f(2,) — f(yn)| = €.

Sei (yl(n)) ., ¢ine konvergente Teilfolge mit Grenzwert y := lim y(,) . Da
n= n—00

1
}Qzl(n) - yl(n)‘ < m;

folgt dass lim xy(,) = y. Aus der Stetigkeit von f in y folgt insbesondere
n—0oo

i [ £ (1) — )| = 1F0) — £)] =0,
also ein Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| = VYn=>1. O
Folgender Satz folgt dann relativ schnell:

SATZ 5.2.7. Sei f:|a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

BEWEIS. Da [a,b] ein kompaktes Intervall ist, folgt aus dem min-max Satz, dass f
beschréankt ist.
Sei € >0 und 6 > 0, so dass, nach Satz 5.2.6,

v -yl <6 = [f(x) = fly)l <e
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Sei P = {xg,...,x,} eine Partition mit §(P) < §. Fiir jedes 1 < i < n und alle
x,y € [x;_1, ;] folgt dann |f(x) — f(y)| < e und deshalb (Bemerkung 5.2.2)

Fi—fi<e

woraus

S(f, P) - i]F f)oi<e(b—a)

=1
folgt. Also ist f integrierbar. O

Es gibt auch Klassen von Funktionen die Unstetigkeitspunkte annehmen kénnen und
dennoch integrierbar sind.

SATZ 5.2.8. Sei f: [a,b] — R monoton. Dann ist f integrierbar.

BEWEIS. Wir nehmen an, f ist monoton wachsend. Dann folgt:

fla) < f(z) < f(b)

und insbesondere ist f beschrénkt.
Sei € >0 und n > 1 eine natiirliche Zahl mit

Sei P = {xo,z1,...,x,} die Partition von [a,b] wie folgt definiert:
b—a

n

T, = a+ -1, 0<t<n.

—a

Dann ist 0; = x; — x;_1 = und da f monoton steigend ist, folgt:

F; = sup f=f(37z‘):[1nf [ = fin1

[2i—1,2:] TiyTit1]

firalle 1 <i<n—1. Also:

S(f,P) = s(f,P) = > (Fi— fi)6; = (ff)Zw%ww
i=1 =1

Ausserdem:
N(F—f)=Fi—fi+F—fot+Fu—fo=—f1+F, = [(b) - f(a)
i=1

woraus folgt:

S, P) — s(f.P) = (f(b) — /(@) (b - ) <e

n

und f ist integrierbar. O

BEMERKUNG 5.2.9. Seien a < b < ¢ und f: [a,c] — R beschrinkt mit f‘[a . und

f ‘[b C] integrierbar. Dann ist f integrierbar und

(=) fﬂ@mzfﬂ@m+fﬂ@m
106



In der Tat ergibt die Summe einer Obersumme (respektive Untersumme) fiir f {[a o und

f ‘[b ; ©ine Obersumme (respektive Untersumme) fiir f.

b
Wir erweitern jetzt die Definition von J f(z) dz auf:

ff )dr =0 und falls a <b,

f e —Lf(x)dx

Dann gilt () fiir alle Tripel a, b, ¢ unter den entsprechenden Integrabilitdtsvorausset-
zungen.

Mit diesen Konventionen gilt:

SATZ 5.2.10. Sei I < R ein kompaktes Intervall mit Endpunkten a,b sowie fi, fs:
I — R beschrdnkt integrierbar und Ay, A\ € R. Dann gilt:

Lb (M fi(z) + Ao fo(z)) dz =X Lb fi(x) do + A Lb fo(x) da

BEWEIS. Ohne Einschréankung der Allgemeinheit (O.E.d.A) kénnen wir a < b anneh-
men. Aus Satz 5.2.1 schliessen wir, dass A;f; + Ao fo integrierbar ist. Sei (siche Korollar
5.1.9) e > 0 und § > 0 so, dass fiir jede Partition P mit §(P) < ¢ die entsprechenden
Riemannschen Summen sowohl

J (Afi(z) + Ao fo(x)) da

a

wie auch
b b
J fi(x) dxr und J fo(x) dz

bis auf e approximieren (siehe Korollar 5.1.9). Dann folgt fir P = {z¢,...,z,}, mit
0(P) <0 und & € [miq,25], 1<i<n:

Y

b n
J (ALfi(x) + Ao fo(x)) do — Z (M f1(&) + Aafa(&)) 0i] <€

a i=1

b n

f fi(z) dx — Zfl(fi)(si <e,
a i=1
b n

f fo(x) do — Z f2(&)0:| < e.
@ i=1

Nun ist aber

Z (M f1(&) + Aafa(&)) (Zfl &) + A (Zf2(fz‘))7
i=1 i=1

woraus folgt:

fb O fi(2) + dofo()) dz — A Lb Ful@) dz — Ay f Folw) da

a

Da letztere Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, folgt der Satz. U

< (1 + |)\1| + |>\2|)€
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5.3. Ungleichungen und der Mittelwertsatz

Nebst Linearitét (siehe Satz 5.2.10) hat das Riemann Integral auch eine Monotonieei-
genschaft; diese wiederum fiihrt zum Mittelwertsatz der die Basis des Fundamentalsatzes
der Differentialrechnung bildet.

SATZ 5.3.1. Seien f,g:|a,b] — R beschrinkt integrierbar, und
@) <g@) Voelab).

£}@mx<f¢@m;

BEWEIS. Da nach Satz 5.2.10,

Lb9($) dr — Lbf(zt) dr = Lb (9(z) — f(z)) dz

geniigt es zu zeigen, dass

Dann folgt:

Da g(z)— f(x) =0 Vx € [a,b], gilt fir jede Partition P von [a,b]:

und somit folgt

f (9(z) — f(z)) dz = 0.

a

KOROLLAR 5.3.2. Fulls f : |a, b] — R beschrankt integrierbar, folgt

fu|m

BEWEIS. Wende Satz 5.3.1 auf folgende Ungleichungen an:

—|f (@) < fz) < [f(2)]

_fmmm<fﬂ@m<fwmm,

und aus der ersten Ungleichung,

[ e < [
<fwmw

folgt. U
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Dann folgt

woraus

x) dz




SATZ 5.3.3 (Cauchy 1821, Schwarz 1885, Bunjakovski 1859: Die Cauchy-Schwarz Un-
gleichung).
Seien f,g:|a,b] — R beschrankt integrierbar. Dann gilt

< \/J: f?(x) dx\/Lb g*(x) dx

BEWEIS. Aus Satz 5.2.1 folgt, dass f-g, f2, g beschrinkt und integrierbar sind.
Aus der Monotonie (Satz 5.3.1) und Linearitét Satz 5.2.10) des Integrals folgt Vit e R:

0<Jb(f( ) —tg(w d:v—J Pz dx—ZtJ f(z dx+t2fbg2(x)dx.

a a

:fﬂm¢a32£}@¢@m,o:ff@mx

A—-2tB+Ct*>0 VYteR.

Falls C = 0 folgt B =0 und die Ungleichung ist bewiesen.
Falls C' # 0 kann die Diskriminante der quadratischen Gleichung nicht strikt positiv
sein, somit folgt

x) dx

Dann folgt:

B’<A-C

und der Satz ist bewiesen. O

Als Anwendung der Monotonieeigenschaft des Integrals, des Zwischenwertsatzes sowie
des Min-Max Theorems beweisen wir jetzt:

SATZ 5.3.4 (Mittelwertsatz, Cauchy 1821). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es
€ € la,b] mit:

jf f(©)b-a).

BEWEIS. Nach dem Min-Max Satz, seien u, v in [a, b] mit

flu) < f(x) < f(v) Vz € [a,b].

Dann folgt:
b b b
f(u)f l1dx < f(x)dxéf(v)f 1dx,
also ’ ab ’
fw)b—a)< | flx)de< fv)(b-a)
O.EdA: a<bd.
Also folgt:
b
f) < o= [ f@)dr < s

Aus dem Zwischenwertsatz folgt:

f(la,b]) = [f(u), f(v)],

insbesondere gibt es £ € [a,b] mit




BEISPIEL 5.3.5. Die Stetigkeit ist eine wichtige Voraussetzung:

Sei
0 0<z<!i
: 1| — = 2
fi0.1]—R, f() {1 ]
Dann ist

1 % 1 1
f(a:)dw—f 0dx+f1dw——
0 0 1 2

2
Die Beweisidee im Mittelwertsatz kann ausgeniitzt werden um zu zeigen:

SATZ 5.3.6 (Cauchy 1821). Seien f,g : [a,b] — R wobei [ stetig, g beschrinkt
integrierbar mit g(x) =0 Vz € [a,b]. Dann gibt es £ € [a,b] mit

[ 1@ ae = 1@ [ sy ao

5.4. Der Fundamentalsatz der Differentialrechnung

Dieser Satz, auch Fundamentalsatz der Analysis genannt, besagt, dass die Ableitung
die Umkehrung des Integrals ist. Dieser Satz hat vielseitige Anwendungen, unter anderem
die Berechnung von Fldcheninhalten und Léngen von Kurven.

SATZ 5.4.1. Seien a <b und f:[a,b] — R stetig. Die Funktion

Jf a<xr<b

ist in [a,b] stetig differenzierbar und

F'(z) = f(z) Vzelab].

BEWEIS. Seien : x,xg € [a,b]. Aus 5.2.9(x) folgt:
ff dt+Jf t) dt = Jf

F(z) - Flao) = f " di

Aus dem Mittelwertsatz (Satz 5.3.4) schliessen wir, dass es £ zwischen xy und = gibt mit:

j F(t) dt = F()(x — o).

Also:

Fiir x # x( folgt:
F(x) — F(xo)

= f(&).
r — X
Und da & zwischen zy und z liegt, folgt aus der Stetigkeit von f:
F(x)—F
lim —(x) (x0) = f(xo)
T—>To T — X
und der Satz ist bewiesen. O

Dieser Satz motiviert folgende Definition:
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DEFINITION 5.4.2. Sei a < b und f : [a,b] — R stetig. Fine Funktion F : [a,b] —
R heisst Stammfunktion von f, falls F' (stetig) differenzierbar in [a,b] ist und F' = f
in [a,b] gilt.

SATZ 5.4.3 (Fundamentalsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig.
Dann gibt es eine Stammfunktion F von f, die bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist und es gilt:

f f(z) dz = F(b) — F(a).

BEWEIS. Existenz von F' ist durch 5.4.1 gegeben; falls F; und F, Stammfunktionen
von f sind, folgt
- F=f—f=0
das heisst
(FL — F)' =0.

Aus Korollar 4.2.5(1) folgt, dass F; — F; eine konstante Funktion ist.
Sei nun F' eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gibt es eine Konstante C' mit:

ﬂ@=0+fﬂﬂﬁ

Insbesondere folgt:
b

F@=C+Jf@ﬁ,ﬂwza

a

und folglich:
b b
ﬂ@—ﬂ@=0+ff@ﬁ—0=ff@ﬁ.

BEISPIEL 5.4.4. (1) f(z) ==

N

\

Dann ist % eine Stammfunktion von f und folglich:

a 2
f xdxza—.
0 2

Dies ist der Flacheninhalt des schraflierten Gebietes.
(2) flzx)=a*:

a
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0>

.\\\\

3
Dann ist — Stammfunktion von f und folglich:

a 3
J xde:a—.
0 3

Zur Berechnung von Integralen und Stammfunktionen werden wir zwei Rechenregeln aus
dem Fundamentalsatz herleiten. Es handelt sich um Partielle Integration und Substitu-
tion.

SATZ 5.4.5 (Partielle Integration). Seien a < b relle Zahlen und f,g : [a,b] — R
stetig differenzierbar. Dann gilt:

b b
[ 1@9 @ s = 1090) - r@9(@ - [ F@lgta)

BEWwWEIS. Die Funktion H := f - g ist stetig differenzierbar und ihre Ableitung ist
nach Satz 4.1.9(2):

H=f g+f 4.
Also ist H Stammfunktion von f’- g+ f-¢ und es folgt aus Satz 5.4.3:

I
=
<
N~—
|
=
S
N~—
I
~
—~
<
SN~—
s
~—~
S
N~—
|
~
—~
Q
S~—
Q
—
S
N~—

b
| r@ta) + 1@ a) do
Der Satz folgt dann aus der Linearitéit des Integrals. U

SATZ 5.4.6 (Substitution). Sei a <b, ¢:[a,b] — R stetig differenzierbar, I < R
ein Intervall mit ¢ ([a,b]) € I und f:I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

»(b) b
| swrds = | sown e
¢(a) a

BEWEIS. Sei F eine Stammfunktion von f auf einem Intervall [¢,d] 2 ¢ ([a,b]) . Dann
ist nach der Kettenregel (Satz 4.1.11) F o ¢ eine Stammfunktion von

[a,0] — R
t — o) & (t).
Dann folgt aus 5.4.3:
| rem#® = F o) - F o).

a
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Da F' Stammfunktion von f ist, folgt nach 5.4.3:

(b)
F(6(b) — F (é(a) = L e

und der Satz ist bewiesen.

ANWENDUNG 5.4.7. Sei f :[a,b] — [0, +00[ beschrénkt integrierbar.

.

a b

N

\\

Dann definieren wir den Fléacheninhalt der Region

{(r,y) e R?: a<z<b, 0<y<f(

=
——

als
L b F(t) dt.

Dies verallgemeinert den naiven Flacheninhaltsbegriff der euklidischen Geometrie.
Denn fiir f(x) = c:

gilt:

ff(x)dx:c.fzdxzcw—a).

a

Sei nun 7 > 0 und f(z) = v/r2 — 22 definiert auf [—r,r].
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—r 0 r
Wir berechnen jetzt
J Vr2 — 2?2 d.
Sei

¢ : [_ga g] - [—7"7 T]

t — r-sint

T‘ —
| |
| |
s s
2 2
— ] ——

Dann folgt aus Satz 5.4.6:

" *(3) 5 ,
f_ f(x) d = j feyde = {7 fo@) e d

_
2

z 3
:J ¢_—tmzj Veos?t cost dt
-3

Da cost >0 fiir te [—%, %] folgt v/cos?t = cost und somit ist

™

r 2
f Vr2 —a2de = r? f cos?t dt.
-Tr

_Tr
2
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3
Um J cos?t dt zu berechnen, beniitzen wir jetzt partielle Integration.

Jus
2

%
J cost - cost dt
I

ft) g'(t)
wobei g¢(t) = sint. Also ist dies nach Satz 5.4.5 gleich

T . T T . m 2 . :
(cos —sin — — cos (——) sin <——)> - J (—sint)sint dt
2 2 2 2 _

us

2
s
2

= JQ sithdtzf (1—008225) dt

VB

Also:

woraus

folgt. Dies zeigt:

f Vr2 —x2dr = gTQ

KOROLLAR 5.4.8. Sei I < R ein Intervall und f: I — R stetig.

(1) Seien a,b,c € R so dass das abgeschlossene Intervall mit Endpunkten a+c, b+ c

in I enthalten ist. Dann gilt:

b+c
+f dx—ffiH—c

a+c

(2) Seien a,b,c € R mit ¢ # 0 so dass das abgeschlossene Intervall mit Endpunkten

ac, bc in I enthalten ist. Dann gz’lt'

ffct f()

BEWEIS. (1): O.E.d.A. kénnen wir a < b annehmen. Wir wenden dann Satz 5.4.6

auf
o(t)=t+c

al.

(2): O.E.d.A. kénnen wir a < b annehmen. Wir wenden dann Satz 5.4.6 auf

o(t) = c-t

all.
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5.5. Integration konvergenter Reihen

Wir beginnen mit folgendem Beispiel:
Fir n > 1 sei:

n°x 0<z<i
fo(z) =< 2n —n’z i<
0 2<r<2

Dann gilt:
(1) hm fulx) =0 Vzel0,2]
J fulz = Vn > 1.

Also folgt:

2

2
lim | fu(z)de=1+#0= J lim f,(z) dz
0 n—ao0

n—0o0 0

Beachte, dass f,, punktweise aber nicht gleichméassig gegen 0 konvergiert.

SATZ 5.5.1. Sei f, : [a,b] — R eine Folge von beschrankten, integrierbaren Funk-

tionen die gleichmdassig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f
beschrinkt integrierbar und

lim ﬁ dx—ff

n=so0
BEWEIS. Die Voraussetzung besagt:
Ve>0 dN =1 sodass Vn=N: |fu(z)— f(z)|<e Vze]la,b].
Insbesondere folgt YV, y € [a, b]:
f(z) = f(y)l < |fnl2) — fn(y)l +2¢
., Z,} eine beliebige Partition von [a, b] bezeichnet, folgt nach 5.2.2:

(Fi = fi) < (Fni — fni) + 2¢
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Da fy integrierbar ist, gibt es P = {x¢,...,x,} mit
S(fN7P> _S(fNap) <€
woraus
S(f,P)—s(f,P)<e+2(b—a)=c(1+2(b—a))

folgt und somit ist f integrierbar. Mittels der Integrabilitdt von f folgt dann aus Korollar
5.3.2:

Vn =N : f (fulz) — f(x)) dx

a

Jb fo(z) do — bf(x) dx

Unmittelbar folgt aus Satz 5.5.1:
KOROLLAR 5.5.2. Sei f, : [a,b] — R eine Folge beschrankter integrierbarer Funk-

tionen so dass
0
2t
n=0

auf [a,b] gleichmassig konvergiert. Dann gilt:

if fn(z) do = Jb <§;) fn(x)> dz.

a

KOROLLAR 5.5.3. Sei

0

f(z) = Z cpa®

n=0
eine Potenzrethe mit positivem Konvergenzradius p > 0. Dann ist fir jedes 0 < r < p,
f auf [—r,r] integrierbar und es gilt Yz €] — p,p| :

T o0 c
t) dt = L
Lf() et

BEISPIEL 5.5.4. Die geometrische Reihe

1
=l-ao+2°—2°+ -
1+=x
hat Konvergenzradius 1. Es folgt aus Beispiel 4.1.13 und Satz 5.4.3:
X 1 l,2 :L'S l.4
Inl+z)=| —dt=2——+———+---
nlta)= | g dt=r—5+ 3577
mit selbem Konvergenzradius.
Seinun 0 <z < 1:
2n 2n+1 2n+2
x -1 x
In(l+z)— > — (-1 = — + -
a1 +2) ,;k( ) M+ 1 2n+2

Aus Leibniz (Satz 2.7.12) folgt Vz € [0,1]:

:L,2n+2
_ <In(l+2)—
o1 angg St

:L‘2n+1

gk
| &
T
—
T
Q
N
¥l
+
—
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Da lim existiert, folgt:

x—>17
1 1 o (—1)F 1
— <In2-— Z( ) <
2n+1 2n+2 = k 2n + 1

woraus folgt:

1 1 1 1
ln2=1—§+§—1+g—
BEISPIEL 5.5.5. Wir wollen jetzt ausniitzen (siehe Beispiel 4.2.6), dass:
, 1
(arctan)’ (x) = T
Nun ist wiederum:
1 2, .4 6
52 =l—-a2"+a2" -2 +---
und mit dem selben Argument wie in Beispiel 5.5.4 folgt:
b Al
arctan(r) =x—§+€—7+~-
mit Konvergenzradius 1. Da
arctan(l) = %
folgt wie in 5.5.4:
T i o
4 3 5 7

BEISPIEL 5.5.6 (Fibonacci Zahlen).
Seien ag =1, a; =1 und fir n > 2, a, = a,_1+ a,_o.
Wir erhalten die Fibonacci Folge:

1,1,2 3,5, 8, 13,...

und wollen eine Formel fiir a,, herleiten.
Einer Idee von Euler folgend definieren wir:
2 3
a2 asx
f(!L‘) :a0+a1x+7+7+~'

Mittels Induktion zeigt man leicht:
a, <2 ¥Yn>=0

und somit hat die Potenzreihe +oo als Konvergenzradius. Nach Satz 4.4.2 kénnen wir
gliedweise ableiten und erhalten:
x? 3

f’(x)=a1+a2x+a3§+a4§+---
x? 72
f//(x)=a2+a3x+a4§+...:(a0+a1)~|—(a1+a2)x+(a2+a3)§+...
.112 xQ
=ao+a1x+a2§+---+a1+a2x+a3§_|_...

= f(@) + f(a).
Also erfiillt f die Differentialgleichung
f(@) = f(z) + f'(x)
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und zudem:

f(O) = ag = 1, f/(()) =ay = 1.
Wir wollen daraus eine Formel fiir f herleiten.
Sei g(x) = e’ ; dann folgt

und folglich erfiillen

(o) = o (F370) und aate) = exp (
sowie jede Linearkombination ¢yg; + c2go die Gleichung ¢" =g+ ¢'.

Mit
Vb1 V5 —1

C1 =

1++/5 1-+/5
2 235)

25 T 2s
erfilllt g(x) = c191(x) +caga(x) die Gleichung ¢”(x) = g(x)+¢'(z) sowie g(0) = ¢’'(0) = 1.
Sei also h(x) = f(z) — g(z). Dann gilt folgendes:
(1) h ist Summe von drei konvergenten Potenzreihen, also ist  Summe einer kon-
vergenten Potenzreihe.
(2) h(0) = H'(0) =0
(3) h'(x) = h(x) + I (x).
Aus (3) folgt hU*2)(x) = hU)(z) + RO (2) und zusammen mit (2) folgt:
RD0)=0 VYj=0

woraus mit (1), h =0 folgt.
Wir haben also gezeigt:

- (550w (255 (47 (52

Es folgt: : X
_ () — L 1*\/5)n+ _L(l—\/g)n+
a, = f (O> \/5 ( 9 \/5 9

Unter Anwendung des Binomialsatzes folgt

1 n+1Y\_.
N )5
=g 2 (2z+1)

0<2i<n

5.6. Euler-McLaurin Summationsformel

Diese Formel, die unabhéngig von Euler (1736) und McLaurin (1742) entwickelt wur-

de, ist ein sehr niitzliches Instrument um Summen wie
] 1 1
R
oder
Inl+In2+---+1Inn =Inn!

abzuschéatzen. Sie wird uns auch erlauben eine Formel fir
42+ 40
fiir jedes [ > 1 herzuleiten.

In der Euler-McLaurin’schen Formel spielen eine Folge von Polynomen, namlich die Ber-
noulli Polynome B, (z) sowie B, = B,(0), die Bernoulli Zahlen eine wichtige Rolle.
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Sei Py = 1. Es gibt eine Folge von Polynomen P, Ps,..., Py, ... die eindeutig durch
folgende zwei Eigenschaften bestimmt ist:

(1) P =Py, k=1
i

(2) J P.(z)dx =0 Vk=>1.
0

Via Induktion: wir nehmen an, F,,..., P,_; ist eindeutig bestimmt, &£ > 1. Dann folgt
aus (1):

Pu(x) J Pos(t)dt +C
0
wobei C' eine zu bestimmende Konstante ist. Offensichtlich ist Py ein Polynom. Aus der

Bedingung (2) folgt:
1 prz
J J Pea(t)dtdz +C =0
0 Jo

und C, sowie Py sind damit eindeutig bestimmt.
DEFINITION 5.6.1.
Vk = 0 ist das k’te Bernoulli Polynom By(x) = k!Py(z)
Mit dieser Definition folgt:

DEFINITION 5.6.2. Sei By = 1. Fiir alle k > 2 definieren wir Bj,_, rekursiv:

5 (-0

i=0
Also:

By =1,

By +2B; =0,

By+ 3B +3By =0 etc.
SATZ 5.6.3.

Bi(z) = io (lf) Bz

BEWEIS. Fiir £ =0 folgt By(z) =1. Sei also k > 1. Es geniigt zu zeigen, dass
1
f Bi(z)dz =0 Vk=>1
0

und
Bi(x) = kBy_1(z) Vk=>=1.

Zum Ersten:



Nun ist:

k 1 B k! B 1 (k+1)! 1 (k+1
i)k—i+1 ilk—i+1)! \k+1)dl(k—i+1)! k+1\ i

Folglich:

1 1 & (k+1

~~ -

=0 nach 5.6.2

Zum Zweiten:

By (x) = :Zj (]I> Bi(k — i)kt

Nunist fir 0 <1<k —1:

()e=gam=+("7)

Bl(z) =k - kzl (k B 1) Bit" " = kBj,_1(2).

i=0 t

woraus folgt:

BEMERKUNG 5.6.4. Fir k> 2:

Bi(1) = 2 (f) B; = kzl (];> B; + By,

i=0
= By (nach 5.6.2)
= By(0)  (nach Satz 5.6.3).

Zur Aussage der Summationsformel definieren wir fiir £ > 1

~

Bk . [0,00[—> R

als

<n+1 wobel n>1.

AL
A
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SATZ 5.6.5. Sei f:[0,n] — R k-mal stetig differenzierbar, k = 1. Dann gilt:
(1) Fir k=1:

mn

1) = [ 1@ do+ 5 () = FO) + [ Bu) @) do

0
(2) Fir k>2:

ZZ:; ff d:I;—i— Zk:

Jj=2

~

(1970 m) - 19700)) + R

wobei
~ (=D (k)
Ry = X By(z) f(z) dz.
: 0

BEWEIS. Fiir £ =1, unter Beniitzung von 5.4.5:

ff d:c—ff Bl (x) dz = By(1)f( ff \By(a

Da Bi(x )—a:—— folgt:

[ sy = 500+ 10) - [ FwBi@)

Die Idee ist jetzt diese Formel auf die Funktionen
gi(z)=flx+i—-1), z€[0,1], 1<i<n
anzuwenden. Also:

| o) d = 5 00) + 0 - | i) i) o

Nun ist:

1 1 i
f gi(z) dox = f flz+i—1)dx = f f(z) dx (siche Korollar 5.4.8)
0 0 i—1

1

5 (0:1) + .0)) = 3 (7)) + £~ 1))

Ll g;(z)By(z) dv = Ll f'(x+i—1)By(x) dx = fl F(2)By(z — (i — 1)) dz

_ J " @) By() de
i—1
Also gilt fiir alle 1 <i<n:
fla)de = 5 (F0) + 1= 1) = | F@)Bulo) da
i—1 i—1

Wir summieren von ¢ = 1 bis ¢ = n und erhalten:

| e = 570+ )+ 0= 1)+ 510 = | ) Bale) e



folgt.
Fiir £ > 2: Wir beginnen mit

[ rae =500+ 500 - [ r@me

und wenden partielle Integration auf J f'(z)By(x)dz an:

[ rwme = [ rwse
=§{f<1>32<1> O [ @80

Nun ist nach Satz 5.6.3 fiir £ > 2

Insbesondere
1 1
| r@B@ e = 5 oy )= Bar0) = 3 | @) o

woraus folgt:

! 1 B 1t

| 1@ e =500+ 50) = O = rO) + 5 [ Balors (o) as
Wir kénnen diesen Prozess jetzt iterieren und erhalten:
1 k ] 1 p .
J flx 25 2 fU- 1)(1) _f(]*l)(o))

i (_kll) JO Bu(a)f® (2) da.

Wir wenden jetzt wie im Fall £ = 1 diese Formel auf g;(z) = f(z+¢—1) an und erhalten
nach einfachem Variablenwechsel (5.4.8):

f_l f(x) d =% (fG@) + f(i—-1)) Z J (F9790) = fU1( - 1))

(_kl') £Z1 By(z)f® () da.

_|_

Wenn wir diese Gleichung von ¢ = 1 nach ¢ = n summieren, dann folgt insbesondere fiir
den zweiten Summanden:

ZZ FUDE) — UG — 1) = 2 (=" BJZ =D FUD(G — 1))

j=2 i=1
~

.

~~ -~

(50 n) = F5-0(0))
und die Formel ist bewiesen. O
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BEMERKUNG 5.6.6. Man kann zeigen, dass

= B, x 12?
f(z) :zgﬁxnzl—g—kéa—k'“
positiven Konvergenzradius besitzt.
2 .3
Sei ex—1=x+§+§+---.Dannist
e’ —1 :1+£+x_2+...
x 2! 3!

et —

Das Cauchy Produkt von f(z) und

X
N C I ANV SO
"\272) 7"\ 12 1

unter Beniitzung von 5.6.2.

ist dann:

4
|
=

Also ist .
fla) = ="
Folglich:
r T T T 2
- = — =—<1
J@ 45 =5+ e 2{+W—1}
w1\ oz €2 +e 2
C2\er—1) 2 e —e3

Also ist g(z) = f(x) + 5 eine gerade Funktion, das heisst g(x) = g(—2) und folglich ist

g®t0)=0 VYn=0.
Insbesondere folgt

B2n+1 =0 Vn > 1.

ANWENDUNG 5.6.7. Die einfachste Anwendung der Euler-McLaurin Summationsfor-
mel ist die Berechnung von
'+2"4+3' +...+n' wobei 1>1, leN.
Angewandt auf f(z)=2' und k =1+ 1 folgt fiir alle [ > 1:
1 < C(l+1 ,
1+ 2b Z(—l)JBj( " )n”l‘ﬂ

l+1j:0 J

Die Herleitung wird dem Leser als wichtige iibung tiberlassen.

5.7. Stirling’sche Formel

Die Stirling’sche Formel, oder dessen geldufige Version, ist eine qualitative Aussage
iiber das Verhalten der Fakultat:

n +— nl

Néamlich:
V2mn n™
en
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das heisst

lim n! = 1.

n—0o0

/ \2mn n”
en

Fiir eine Approximation von n! ist dies nicht so niitzlich, da wir nicht wissen, wie schnell
obige Folge gegen 1 konvergiert.
Mittels der Euler-McLaurin Formel werden wir jetzt folgende prazisere Aussage beweisen:

SATZ 5.7.1.
2 n 1
= V2R (_ N Rg(m)

en 12n

wobet

1
n

=
—_
S

|Rs(n)| <

Sei n > 1 und f(z) = In(z + n), = > 0. Wir wenden die Summationsformel (Satz
5.6.5(2)) auf die Summe

> k=3

an wobei m>n+12> 2.
In diesem Fall nimmt die Formel folgende Gestalt an:

; f(@) :Jomnf(x) d:l:—l—%(f(m—n) — f(0)) + %(f’(m_m — 1(0))

B 1 (™"~
fg_‘?’ (f(Q)(mfn)—f(Q)(O)) Jrgf Bg(x)f(?))(x) dx
. . 0
Aus der Rekursionsformel 5.6.2 sieht man leicht, dass

1
Bgzé, B3:O

Aus f(x) =In(x +n) folgt:

, 1
f(m)*“n
@ (p) =
/o) (z +n)°
3)(p) = 2
d (z +n)*

Somit folgt:

1 1
L (Flm =)~ £(0)) = £ (mm 1)
o == 7o) = 35 (2= 1)
22 (/O m =)~ fO () =0

m—n

Wir werden jetzt f f(x) dz berechnen.

0
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Aus Korollar 5.4.8(1) folgt:

f " (4 ) do — f " n(x) da.

0 n

Wir berechnen jetzt eine Stammfunktion von In(z) durch partielle Integration:

fln(t)dt: rln(t)- 1 dt

1 1\,./ ~~—

u(t) V()
Wobei o(t) =t. Also folgt

€T €T 1
J ln(t)-ldtzln(x)-:c—ln(l)-1—J thtlenx—:c—i—l.
1 1
Also ist F(x) = xlnz — x eine Stammfunktion von Inz.

Aus Satz 5.4.3 folgt also

Lm_nln(x +n) do = Jmln(a:) dz = (mlnm —m) — (nlnn —n)

Sei letztlich:

n

m—n

Rs(m,n) := % fo Bs(z)f(z) dx.

Wir wollen |Rs(m,n)| nach oben abschétzen und zeigen, dass es mit m und n gross,
klein wird. Fiir f®)(z) haben wir einen expliziten Ausdruck und es folgt:

|R3(m,n)| = é Lm_n Eg({[‘)ﬁ de| = % Lm Bs(z — n)% dx
< %Lm Bs(z —n)‘% dr < ésylgg Bs(y) Lmédx
= gl B (G )
Behauptung: ‘Eg(l’) < \3/_65 Vo =0.

Die Funktion B; war definiert als Bs(z) = Bs(x — 1), wobei [ <z <l+1, leN. Fiir
das Bernoulli Polynom

3 T
B _ 3 _ 2.2 -
3(x) = 5% T3

miissen wir also zeigen, dass
3
By < Y2 vrepol
36
Sei

1
Bi(z) = 32° — 31 + 5 Bj(x) = 6z — 3.

Dann hat B} genau zwei Nullstellen:

3—4/3 3+4/3
6 6
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und beide liegen in |0, 1] .

Nun ist
Bj (3 _6\/§> = —V3<0
By <3+6\/§> =3>0.

Aus Korollar 4.4.8 folgt, dass %ﬁ lokale Maximalstelle und %ﬁ lokale Minimalstelle
von Bj ist.
Die entsprechenden Werte sind:
343\ V3 3+4/3 V3
B3 6 = %7 B3

Des Weiteren ist

[ 3—+/3
Bi(z) >0 auf |0, 6\[[
Bi(z) <0 auf 3_\/3,3+\/§

176 6
Bi(z) >0 auf 5 +6\/§7 1} :

Also ist Bs:

strikt monoton wachsend auf [0, 5 _6\/31
3-3 3+43
6 = 6
3+3 1]

strikt monoton fallen auf

6

strikt monoton wachsend auf [

Bildlich stellen wir dies wie folgt dar:

L L

0 3—-4/3 3+43 1
6 6
Da ausserdem Bs(0) =0, Bs(1) =0 folgt, dass
V3 V3
—— < B < — 1
und somit
Bl < Y2 ke

und die Behauptung ist bewiesen.
Es folgt unmittelbar:

LEMMA 5.72. Vm>=n-+1>1:
V3 /1 1
<—(5-—=].
[ Fs(m, )| 216 \n2  m?

127



Wir kommen zu der Summationsformel zuriick und berechnen jetzt:

m—n

2]”(@')2 Zln(i+n)zln(n+1)+---+ln(m)

=1

= <i ln(i)> — (Zn: ln(j)> = In(m!) — In(n!).

i=1

Daraus schliessen wir folgende explizite Form der Summationsformel:

In(m!) —In(n!) =(mInm —m) — (nlnn —n) + %(lnm —Inn)

1 1 1
+ E (— - ﬁ) + Rg(m,n).

m
Sei nun
Yo i=1In(n!) — (nIlnn —n) — ann.
Dann folgt
1 /1 1
(+) Tm =T = 15 <E_ﬁ) + Rz(m,n).

Mit Lemma 5.7.2 folgt insbesondere:

1 /1 1 V3 /1 1
<=+ ) += |5+
=l < 35 <m n) 216 (n2 m2>

woraus folgt, dass (7n),,s; eine Cauchy Folge bildet. Sei
v := lim 7,
m—00
deren Grenzwert. Aus (*) folgt, dass

lim R3(m,n) =: —R3(n)

m—00

existiert. Wir erhalten somit:

1
N, =—— —R
Y= o~ Ba(n)
oder .
n — T R )
Vo =7+ o+ Bs(n)
das heisst )
In(n!) — (nlnn —n) — ilnn =7+ 5t Rs3(n)
1
In(n!) =nlnn — —1 —+ R
n(n!) =nlnn —n+ nn+7+12n+ 3(n)
n'—nn " ex +L+R() _ Pev. ex L+R(n)
T PAT T g, THs )= P l1g, 7788
Wir miissen zuletzt noch ¢” bestimmen. Die Idee ist:
67 . 6’7 6’7”1 . e’yn
el = = lim
e n—o0 e2n
Da nach Definition von -, :
n!e”




folgt:
e e mlnle? (2n)"2n (2% -ml) (27 nl) [2

ern  p¥ep o (2n)le (2n)! n
2.-4-6---2n \F
135 7---Cn—D)\Nn
Dann folgt:
et e\ ? 2.2-4-4---2n-2n 2(2n + 1)
( e ) 3355 -Cn—1@n-1D)2n+1) _n_
— I (Wallis) — 4
woraus
= () =

und somit e = /27 folgt.

5.8. Uneigentliche Integrale

Der Begrift des Riemann Integrals SZ f(z) dx setzt voraus, dass [a,b] ein kompaktes
Intervall und f : [a,b] — R beschréinkt ist. Unter gewissen Voraussetzungen kann man
diese Einschrinkungen umgehen.

DEFINITION 5.8.1. Sei f : [a,0[— R beschrinkt und integrierbar auf [a,b] fir alle
b>a. Falls

b—o0

lim f ' He) da

existiert, bezeichnen wir den Grenzwert mit

L " fo) da

und sagen, dass f auf |a,+oo[ integrierbar ist.

Hier sind zwei wichtige Beispiele:

BEISPIEL 5.8.2.

o0 b
(1) J e "dr=lim [ e*dr=1lm(1-e") =1

0 b—o0 0 b—0
b
1 Inbd a=1
(2) I_a dl‘ - bl_o‘—l
1 - sonst.
* 1 divergiert a<l
Somit: —dr = ’
L e { — a>1.

Es ist meistens so, dass wir keine explizite Stammfunktion fiir f angeben konnen. Darum
brauchen wir Kriterien, um Integrabilitét auf [a, o[ nachzuweisen.
LEMMA 5.8.3. Sei f: [a,0[— R beschrénkt und integrierbar auf [a,b] Vb > a.
(1) Falls |f(z)] < g(x) VYa>=a und g(x) ist auf [a,oo[ integrierbar, so ist f auf
[a, 0| integrierbar.
(2) Falls 0 < g(x) < f(z) und f

a

0

0
g(x)dx divergiert, so divergiert auch f f(z)dz.
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BEWEIS. (1): Da fiir alle t5 > t; > a

| f(z) da

< f|f<x>| we o(x) d,

folgt die Aussage aus dem Cauchy Kriterium.
(2): Ist klar. d

BEISPIEL 5.8.4. Sei a > 0: Wir untersuchen, wann

0¢]
1

f dx

o 1L+a°
b 1 b

1 1 1

J d:)szf dx+J dx
o 1+ a“ o 1+ a® 1 L+

1 1 1

< <
~ ~
2 1+ x> e

existiert. Sei b > 1:

Nun ist

woraus folgt, dass §;° o= do fir o > 1 konvergiert und fiir a < 1 divergiert (siehe
Lemma 5.8.3, Beispiel 5.8.2(2)).
Somit konvergiert SSO ﬁ dx fir a > 1 und divergiert fiir a < 1.

Folgender Test fiir Reihenkonvergenz ist sehr niitzlich:

SATZ 5.8.5 (McLaurin 1742). Sei f: [1,00[— [0,00[ monoton fallend. Die Reihe

> f(n)

konvergiert genau dann, wenn

konvergiert.

BEWEIS. Sei g(z) := f(|z]), h(z):= f([z]).
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Dann folgt h(z) < f(x) < g(z) Vx >1. Aus der Monotonie des Integrals folgt:

i f(n) = ho(:U) dr < LNf(:U) dr < LNg(x) dr = ]\ilf(n)

n=2 1 n=1

Der Satz folgt dann aus dem Satz von Weierstrass iiber monoton wachsende Folgen.

BEISPIEL 5.8.6. Aus McLaurin und Beispiel 5.8.2(2) folgt fiir o > 1:

Also

BEISPIEL 5.8.7. Sei # > 0, wann konvergiert

e 0]
oy
i n (Inn)”

n=

Nach McLaurin konvergiert diese Reihe genau dann, wenn

* 1
[
2 z(Inz)
konvergiert.

Sei also b > 2: Wir setzen = = e*, wobei u € [In2,Inb]|. Dann folgt

b Inb Inb
1 1 1
f—ﬁdxzf -e“du:f — du.
2 2 (Inx) 2 €’ 2 U’

Aus Beispiel 5.8.2(2) folgt, dass

© 1 S
f ————5 dz und somit 2 —
2 z(lnz) —n(lnn)

genau dann konvergiert, falls > 1.

Eine Situation die zu einem uneigentlichen Integral fiihrt ist, falls

f:]a,b] — R

g

auf jedem Intervall [a +¢,b], € > 0, beschriankt und integrabel ist aber nicht notwendi-

gerweise beschrénkt auf ]a, b].

DEFINITION 5.8.8. In dieser Situation ist f :]la,b] — R integrierbar, falls

lim f b+ (@) dz

e—0t
b
existiert; in diesem Fall wird der Grenzwert mit f f(z) dx bezeichnet.
a
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1
BEISPIEL 5.8.9. Sei wieder — fiir z €]0,1].
xa
Dann folgt fiir £ > 0:

1 —Ine, a=1
_a d:)? = 1—6170‘
. T T a # 1.
Falls 1 —a > 0 folgt lim+ g™ =0 und falls 1 —a <0 divergiert e~ fiir ¢ — 0*.
e—0
Folglich:
| {divergiert, a=>1
—dzr = 1
0 T T—a’ a<1.

UBUNG 5.8.10. Formuliere und beweise ein zu Lemma 5.8.3 analoges Lemma fiir ein
uneigentliches Integral wie in Definition 5.8.8.

Die Gamma Funktion. Die Gamma Funktion wurde von Euler definiert; sie ist auf
10, oo definiert und “interpoliert” die Funktion n — (n — 1)!.

Sei zunachst n € N: Wir betrachten fiir 6 >0 und n > 1:

b b
J 2" e dor = —be " + nf 2" e dx
0~~~ 0

f(z)g'(z)
Nun ist

lim b =0
b—+0o0

woraus folgt, dass z"e™* auf [0,0[ integrierbar ist und

o0 o0
J z"e T dx = nf 2" e ™ dx
0 0

und folglich

0 0

.

Q0 o0
f e dr=nn—-1)---1| e *dx.
1
Folglich:

o0
J z"e " dr = n! Vn € N.
0

DEFINITION 5.8.11. Fiir s > 0 definieren wir
00]
[(s) := J e "zt da.

0
Dieses Integral setzt sich im Allgemeinen aus zwei uneigentlichen Integralen zusammen:

1 0
Jexx51 dzr und J e T dr.

0 1
Aus e 2" < 2%!  Vre€]0,1] und Beispiel 5.8.9 folgt, dass

1
f e x5 da
0
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fiir s > 0 konvergiert.
Zum zweiten Integral: sei s € R beliebig. Dann gibt es M so dass:

_ z
V< M- e2 YV

WV

1

woraus folgt

Q0
Da f e~ 2 dx konvergiert, folgt aus Lemma 5.8.3(1), dass

1
o0
J e T dx
1

fiir alle s € R konvergiert.
Es folgt, dass

fiir alle s > 0 konvergiert.

SATZ 5.8.12 (Bohr-Mollerup).
(1) Die Gamma Funktion erfillt die Relationen
(a) T(1) =1
(b) T(s+1)=sl(s) Vs>0
(c) T ist logarithmisch konvex, das heisst
I (\z+ (1 - N\)y) <T(z)*T(y)
fur alle x,y >0 und 0 < A< 1.
(2) Die Gamma Funktion ist die einzige Funktion 0,00[—]0,0[ die (a), (b) und
(c) erfiillt.
Dariiber hinaus gilt:
n!n®

['(x) = L v 0.
(z) nirfoox(x+1)---(:v+n) r=

Als Vorbereitung leiten wir jetzt Ungleichungen her, die von allgemeinem Interesse sind.

Zunéchst die Young’sche Ungleichung.

Sei ¢ : [0,00[—> [0,0[ eine stetige strikt monoton wachsende Bijektion mit ¢(0) = 0.
Seien a,b > 0. Dann ist offensichtlich der Flacheninhalt a - b des Rechteckes mit Ecken
(0,0), (a,0), (a,b), (0,b) kleiner (oder gleich)

L () do+ j 5 w) dy

wobei ¢! : [0, 00[—> [0,00[ die zu ¢ inverse Funktion bezeichnet.
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(a,0)
LEMMA 5.8.13. Sei p>1 und ¢ > 1 mit
1 1
R
P q
Dann gilt Va,b > 0:
a? bl
a-b< —+ —.
p q
BEWEIS. Wende die Young’sche Ungleichung an auf ¢(x) = 2P~ . Dann ist
_1
¢~ (y) =y
und
a aP b bp_l-‘rl
$(z) dv = —, ¢~ (y) dy =
Jo p 0 p%l +1
Nun ist ]
p
1=t =
p—1 p-1 °

Sei jetzt a < b;sei p>1.Fir f:[a,b] — R stetig definieren wir

Hﬂuﬁ=(EUQMMm>é

Dann folgt aus tibung 11.3, dass
Ifll, =0 < f=0.

SATZ 5.8.14 (Holder Ungleichung). Seien p > 1 und ¢ > 1 mit zla + % =1.
Fiir alle f,g: [a,b] — R stetig gilt:

b
f F@)g(@)] dz < |1, lgll,

BEWEIS. Wir kénnen annehmen, dass f # 0 und g # 0, woraus (siche oben) || f|| b >
0 und |[|gf|, >0 folgt.
Die Young’sche Ungleichung angewandt auf
_ @l e(@)]

a_— ==
A1, lgll,
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ergibt:

@) 9@ _1 (1@ 1 lg@)l)’
10l = \ 7T, ) 0 \ T,

Monotonie des Integrals impliziert:

@) 1@ 1jﬂmwﬁm:1+1:L

x i
o 11,91l pla I aJ. gl poq
U
Beweis von Satz 5.8.12.

(1):

(0
(a): T(1) = e “dxr =1 (siehe oben).

Jo
(b): Sei s >0 und b>0:

rb 1 b b

J e Tttt = dr = f e 2° dr=—e " + J e sr* ! dw

0 Zz 0~~~ ~—~ 0

f'(@)g(x)

Da lim e %° = 0 folgt

b—0
b 1 00]
[(s+1)=lim | e “a*'=dr = sf e "2t dr = sI'(s).
b=0 Jo x 0
(c):Sei 0 <A<,
1 1
il - 1) = PpE=D At 1) = tA-N—1) —1-Nt
o=y [ e, g(t) ¢
Dann folgt aus der Holder Ungleichung angewandt auf f,g : [a,b] — [0,00[ wobei
0<a<b:

Lb tAer(l)\)yet% dt = Lbf(t)g(t) dt < (Lbfmp dt>; (ng(w dt>;

b A 1-X
— (J t* et dt) ( f et dt)
Mit a — 0" und b — +oo folgt
LAz + (1—Ny) <T(2)*T(y)

(2): Wir nehmen an, dass

p =

F :]0, 00[—]0, oo
die Eigenschaften (a), (b), (c) erfiillt.
Aus (b) und vollstédndiger Induktion ergibt sich fir alle x > 0 und n > 1:

Flx+n)=(x+n—-1)F(x+n-1)
=x+n—-1)(z+n—-2)F(x+n-2)
=(x+n—-1)--xF(x).

Mit = =1 folgt aus (a):
F(n+1)=nl
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Sei nun 0 < z < 1. Fiir jedes n € N folgt dann unter Beniitzung von (c¢):
Fn+z)=F(zx(n+1)+ (1 —x)n)
<F(n+1)"Fn)'™
(%) = ()" (n =N = nlp*t

und

nl=Fn+1)=F(zn+z)+(1—z)(n+1+2))
<Fn+z)*Fn+1+2)"
—Fn+z)(n+2) " Fn+z) "
() — Fn+z)(n+z) "
Aus (%) und (=*) folgt:
n!(n+x)" n!n®
W<F(n+$)< "
Mit F(x+n)=x(z+1)---(x +n—1)F(z) folgt:

n!ln® n+x\?® z

< F <
Mit lim folgt fir 0 <x < 1:

n—o0

nln n+x
:E(a:—l—l)(x—i-n)( :L_ )

Cnswz(r+ 1) (24 n)
Wir zeigen jetzt, dass diese Gleichung fiir alle z > 0 gilt: sei n > 1, wir nehmen an sie
gilt Vo e]n —1,n]. Dann folgt fir n —1 <x <n:

Flz+1) =z F(z) = i nin
T =z = lim
n—w (x+ 1) (x +n)
, n!n®t! z+n+1
= lim
n—w (x+ 1) (r+n+1) n
n! nx-i—l
= lim .
n—w (x+1)--(x+1+mn)
Also ist F' eindeutig durch (a), (b), (¢) bestimmt, woraus F' =T folgt. O

5.9. Das unbestimmte Integral

Sei f: I — R auf einem Intervall I < R definiert. Falls f stetig ist, gibt es eine
Stammfunktion F fiir f (siche Satz 5.4.1); wir schreiben in diesem Fall:

Jf )dx = F(x)+ C

Das unbestimmte Integral ist die Umkehroperation zur Ableitung. Die Integrationskon-
stante deutet an, dass wir jede andere Stammfunktion erhalten kénnen, indem wir zu
einer bekannten Stammfunktion eine beliebige Konstante addieren.

Mit dieser Notation ldsst sich die Berechnung vieler Ableitungen wie folgt ausdriicken:

{L‘S+1
oJmsdxz T TC s#E - OJSinxdxz—cosx+C
Inz+C (x > 0)
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r r

sinhz dr = coshz + C

r r

dx = arcsinx + C

1 — 22
1

V14 22
.

efder=e"+C

( [

dx = arsinhz + C

r

J

Die Formel fiir (f-g) = f'g + fg' fiihrt dann zu:

Jfg-ifg ff -9

Die Formel fir (Fo¢) (u)=F (¢(

Sei F(z) = f(z)dx, dann ist mit = = ¢(u)

f e

Mit anderen Worten: um das unbestimmte Integral

Jf(x) dx

zu berechnen, tatigen wir eine Substitution

Foo(u

z = P(u)
und ersetzen im Integral
f(@) = f(o(u))
dr = ¢'(u) du
BEISPIEL 5.9.1.
1
(1) | Inz - 1 d:r=x1nx—f—xdaz=xlnx—fld:v=x1nx—x.
J—~ —~ x
f(z) g'(x) ) ) ) )
[ 1
(2) r Inzdr="1Inz— —-—dx:—lnx——dexzx—lnx—x—.
J N~~~ 2 2 2 2 4
g'(x) f(z)
-
(3) 2? sinz dr = —2® cosx + focosx dx,
J
f(z)g'(x)
J x cosxdxzx-sinx—fsinxdxzx-sinx—i—cosx.
NP
f(x)g(x)
Also ist:
Jx2sinxdx=—x2005x+2xsinx+2(:osx.
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cosxdr =sinx + C

coshz dxr = sinhz + C

1
dxr = arctanz + C
1+ 22
1
dx = arcoshx + C.
2 —1

(Partielle Integration)

)gb’ ( ) fithrt zu folgender Integrationstechnik:



(4) I, = |sin"xdx, n=1.
Sei f'(x) =sinz und g(r) = sin" 'z . Partielle Integration liefert:

2

I, = fsinm -sin" 'z dr = —coszsin” ' x + fcos x(n —1)sin""“ xcosz dx

= —cosxsin” 'z + (n—1) Jcos2 rsin 2 dr.

2 ¢ erhalten wir:

Mit cos®z =1 — sin
I, = —coswsin" tx+ (n—1) fsin”_2 rdr—(n—1) fsin”a: dx

= —cosxsin” '+ (n— 1)1, o — (n—1)I,

Somit: . .
I, = ——coszsin" tz + - I, ».
n
Falls n gerade ist, reduziert es sich auf den Fall I, = § dz = 2 und falls n
ungerade ist, reduziert es sich auf den Fall I} = {sinz dx = —cosz .
1
5) Jp= | ——=5dx.
(5) J (1+ 22?) ’
. 1
Sel f/(.T) = ]., g($) = m .

1 T 222
J— |1 oz — O
(RS e e e nf(1+x2)”“ !
Sei 22?2 = 2(1 + 2?) — 2. Dann ist

22 2(1 2 2
2t (20 L (2
(1+x2>n+1 (1+I2)n+1 (1+x2)n+1

Also: .
Jp=——=+2nJ,—2nJ,
(1+22) an Mt
1 T 2n—1
Jni1 = — = Jn.
o (1 + 2?) " ( 2n >

Dann reduziert sich die Berechnung von J,, auf

1
J1 = J e dx = arctan (x).

BEISPIEL 5.9.2.

o dx , wir substituieren x = a-u, dr = adu und erhalten:
a’+

(1) Gesucht ist f

1 1 1 1 T
———dr = | ————— adu = —arctanu = — arctan <—> .
a? + 22 a?(1 + u?) a a a

(2) Gesucht ist J\/ r2 — 22 dx , wir substituieren: x = rsinf, dr = rcosfdf,

J\/ﬂ —22dx = J«/rQ (1 —sin20) r cosf df = TQJCOSQQdH.
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Nun kann man hier die Verdoppelungsregel beniitzen:

1+ cos 26

200820 — 1 =cos20 oder cos’f = 5

Also:
1 2 2 1
TQJCOSQQdQ = TQJ (—i-%s@) df = % (0 + ésin (29)) :

T
Dann ist 8 = arcsin (—) und
r

1 2
ésin(29)=sin6c086=£ 1—x—:% r2 — g2
r T

2
Also: ,
1
f\/rz —x2dr = % arcsin (f) + 3 xVr? — a2,
r
1
(3) J(—3 dx , substituiere z =a-tanf, dr = a2 df . Also:
a2 + 2)? cos

1 1 a 1 [ cos®6
——dr = df = — | —— db
J(a2+x2)g v Ja3(1 +tan20)%(30529 aQJcos29

= i cosf df = isin@.

a? a?
T
Aus — =tanf folgt
a
1 x?
1+ tan® 0 = =1+ =
an cos2 6 a?
Also:
1 T2
= 1 + —
cos 6 a?
- tan @ T T
sinf = = =
(ﬁ) ar/ 1+ i—z Vaz + x?

f 1 d x

——dr = ————.

(a2 + 22)* a*va? + a?

(4) J\/yg? — 1dr mit = =cosht, 2> —1 = cosh®t — 1 =sinh®¢, dx = sinhtdt.

Also:
f\/xz —1ldz = fsinthdt.

Durch partielle Integration:

R

Jsinht .sinht dt = coshtsinht — | cosh? ¢ dt
N SN J

@) gt

R

= cosht¢sinht — (sinh2 t+ 1) dt
J
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Also:
1
fsinh2 tdt = (coshtsinht — t)

v/ 2?2 — 1 — arcoshz
Va? — 1dz = .
J v v 2

Stammfunktionen von rationalen Funktionen. Sei

eine rationale Funktion. Dann ldsst sich {R(z) dz als elementare Funktion darstel-
len, das heisst als Funktion von Polynomen, rationalen, exponentiellen, logarithmischen,
trigonome-trischen und inversen trigonometrischen Funktionen. Wir verzichten hier auf
eine prazise Definition, und zeigen wie die Rechnung im Prinzip ausgefiihrt wird. Sie
besteht aus drei Schritten:

e Reduktion auf den Fall wo grad(P) < grad(Q) .

e Zerlegung von () in lineare und quadratische Faktoren sowie Partialbruchzerle-
gung von R.

e Integration der Partialbriiche.

P
Erster Schritt: Sei R(z) = ngi . Falls grad(P) > grad(Q)) wenden wir den euklidischen
x

Algorithmus an:
P(z) = S(2)Q(x) + P(x),
wobei grad(P) < grad(Q) . Dann ist
P(z) D)
Q(z) Q(x)

und eine Stammfunktion von S(z) lésst sich leicht finden.

= S(x) +

Zweiter Schritt: R(z) = ggg wobei grad(P) < grad(Q) .

Wir kénnen annehmen, dass
Qlx)=2a"+ -+,

wobei n = grad(Q) .

Seien oy +if,..., ay i sowie 7,...,7 die paarweise verschiedenen Wurzeln (Null-
stellen) von @), wobei o, B;,7; reell und : 5; # 0. Dann lésst sich @) in ein Produkt
zerlegen:

l k
(+) = [[(@=a)*+5)" [ [ (= —)"
]:1 =1

SATZ 5.9.3. Seien P, Q Polynome mit grad(P) < grad(Q) und Q mit Produktzerlegung
(%). Dann gibt es Aij, Bij, Ci; reelle Zahlen mit

i% BB 535 G

2 ——
11]1 (z — ) +5 z1g1x%
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Der Algorithmus geht wie folgt: sei
Qi(x) = (v — ) + B7, Q(r) = Q1(x)™ q(x).
Behauptung: es gibt A, B und ein Polynom p mit grad(p) < grad(@)) — 1 und:
P(z) _ A+Bx+ p(x)
Qx) Q@)™ Qu(x)™ q(x)
Wir suchen also eine Losung von

P(r) = (A+ Bx)q(x) + p(x)Qx(z).

Nun ist
Q1 (o1 £if1) =0, gq(ar £ipr) #0.
Wir erhalten zwei Gleichungen
P(ag +if1) = (A+ B (o +if1)) q (a1 +161)
Py —if) = (A+ B(a; —if1)) q(ag —ify).
Dieses System hat eine eindeutige Losung in den Unbekannten A, B, da die Determinante
des Systems

. B P(Ozl + 251)
A+ B(a;+ip) = (o T 18
. . P(Oél - 251)
A+B(a1 71/81) a Q(Oél —Zﬂl)
gleich
—2if # 0

ist. Dies bestimmt eindeutig A und B. Nun folgt aber, dass a7 + i8; und oy — i3
Wurzeln von
P(x)—(A+ Bx)q(z)
sind. Somit ist es durch Q;(x) teilbar und dies bestimmt p(z) eindeutig.
P(x)

01 (@)1 (@) fort.

Der Algorithmus fahrt dann induktiv mit

Dritter Schritt: Die Stammfunktion von

1
(v — %)J
-1

(j—1) (@ -3y

A+ B
Den allgemeinen Partialbruch Tor - zerlegen wir wie folgt:

((x — a)2 + 62)j
Bz — «) . A+ Ba |
((m — a)2 + /BQ)J ((x — oz)2 + 52)j

Der erste Summand ist offensichtlich die Ableitung von

ist In(x —;) falls j =1 und fir j > 2.

gln (x—a)*+p%) falls j=1
B 1
20=J) ((z — a)® + B2) "
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Was den zweiten Summanden angeht:

J (AJrQBOz) jdg;; Substituiere x —a = (-t, dv = Bdt
(& —a)®+52)
Also:

J(( (A+ Ba) ,dxzf(’“—%‘)ﬂdt:(AJr.Bo‘)J( L

x — a)2 + 52)j B2 (t2 + 1) pr- 24+ 1)

Letzeres Integral haben wir bereits in Beispiel 5.9.1(5) behandelt.
Stammfunktionen von R (e*“’). Hier ist R eine rationale Funktion. Durch die Substi-
tution
w=e, du= e dx

d
erhalten wir dz = )\_u und somit

“ J R (M) du = JRA? du.

Da i;‘) wieder eine rationale Funktion ist, haben wir das Problem auf die Berechnung
von Stammfunktionen von rationalen Funktionen zuriickgefiihrt.
Zum Beispiel:

1
dez’, mit u =¢e*, du=¢e"dx

1 1 1 2
—dr=| ————du= | —d
f3+cosha: e J3+(“+“1)u “ Ju2+6u—|—1 Y
Nun ist v? +6u+ 1= (u— A1) (u— Ay), wobei
M= —=3+42V2, X =-3-2V2
1

Die Partialbruchzerlegsung von ——— ist
Zeriegung v u?2 +6u+1

1 1 1 1
u? + 6u + 1 4\f<u+3—2ﬁ_u+3+2\/§>'
Folglich:

2 1
—d | 2 —1 22
Ju2—|—6u—|—1 u = 2\/>n<u+3 \f) zﬁn(u—i—?)—{— \f)
1 | <e +3—2\f>
= n .
22 er + 3+ 24/2

Stammfunktionen von R(sinx,cosx). R ist jetzt eine rationale Funktion in zwei Va-
riablen.

2
Sel sinx = Y . Dann ist
1+ u?
9 2 1— 212
COS2I:1— u :%
1+ u? (14 u2)
1 — u?
Also cosz = . Aus sinz = folgt
1+ u? 1+ u?
2(1 — u? 2
cosz dr = ( ugdu:daﬁ: 5 du
(1+u?) (1 +u?)



Also:

. 2u 1 —u? 2
JR(SHI%COSIE) dz = JR <1 +u?' 1 +u2) (1 +u?) "

2 R 2u  1—u?
(1+u?) \1+u? 1+u?

eine rationale Funktion von wu.
Stammfunktionen von R (\/aﬂb‘2 +bx +c, x) Wir behandeln hier den Fall a > 0. Sei
T = au + [, wobei wir «, [ jetzt bestimmen:

az® + bz + ¢ = ac’u® + a(2a8 + b)u + (af® + bB + ¢)

Jetzt ist

Setze
b

—50

2
—4
ax2+ba:+c=aoz2u2—w.
4a

b=

dann:

Falls b*> — 4ac > 0 definieren wir « durch:

Vb2 — 4ac

2a

o =

und erhalten: b2 4
9 — 4ac 9
b S ~1).
ar® +br +c ( a ) (u )

Somit folgt:

R(m,x)zé(m,u),

wobei R wieder eine rationale Funktion ist.
Mit uw = cosht, du = sinht dt erhalten wir

Jﬁ (\/u2 -1, u) du = in (sinht, cosht) sinht dt.

Wir bemerken jetzt, dass
R (sinh ¢, cosht) sinht
eine rationale Funktion von e! ist. Damit haben wir das Problem auf einen bereits be-

handelten Fall zuriickgefiihrt.
Falls b* — 4ac < 0, dann

dac — b?
ax’? + bx + ¢ = ac*u® + ——.

4a

Mit

vdac — b?

o= —

2a

folgt

4ac — b

azr® +br +c = L(u2 +1).

Die Substitution u = sinht, du = cosht dt fiihrt dann wieder auf ein Integral einer
rationalen Funktion von e'.
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ANHANG A

Der Binomialsatz

Sei fiir jede natiirliche Zahl n > 1:
nl=1-2-3---n
Man erweitert die Definition auf n = 0 mit der Konvention
0= 1.
Bekanntlich ist n! die Kardinalitdt der Menge der Bijektionen
¢:{1,2,3,...,n} — {1,2,3,...,n}.

Solche Bijektionen werden auch Permutationen genannt.
Sei jetzt 1 < k < n; wir berechnen jetzt die Kardinalitit der Menge

Pr(n):={Ac{1,2,3,...,n}: card A = k}.

Sei
Iy(n) ={o: {1,...,k} — {1,2,...,n} : o injektiv}.

Zunéchst bemerken wir, dass

card Iy(n) = nfn = 1)+ (n=k+1) = o f!k)!.
Wir betrachten nun die Abbildung
I (n) — Pi(n)
or—o({1,2,...,k})
die per Definition surjektiv ist. Jetzt bemerken wir noch, dass falls A < {1,2,3,...,n}

eine Teilmenge der Kardinalitdt k& bezeichnet, dann gibt es k! Bijektionen
{1,2,....k} — A.

Folglich erhalten wir:
n!

card :Pk(’ﬂ,) = m

Letzterer Ausdruck wird mit <Z> bezeichnet. Wir erweitern zudem die Definition von
(Z) auf
(g) =1 furalle n>0.

SATZ A.0.1 (Binomialsatz). Vz,ye C, n>1 gilt

(z+y)" = Zn: (Z) Py,

k=0
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BEWEIS. Aus dem Distributivgesetz folgt:

(Z‘ + y) (I + y) - ((E + y) — 2 xcard AynfcardA
= e - AeP({1,2,3,..,n})
n Mal

n
_ Z xkyn—k Z 1
k=0 card A=k

S~ o~

card Py(n) = (7)
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